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$ & . - * # $ - * # ) & # ' * $ * & # r A s :

� " > � * 3 0 2 $ J 2 2 # $ J & ) 1 ( 3 $ 2 % 3 I $ 7 2 # # & 3 6 1 * $ * 3 # 2 2 ' 2 ' : w & J 2 @ 2 % I 3 * # ) 2 $ 7 2 $ % 2 2 ' 2 D % 2 2 & >
$ 7 2 ) 1 ( 3 $ 2 % 3 ) & # $ - * # * # D $ 7 2 2 # ' 6 & * # $ 3 & > � 7 - 3 0 2 2 # ' 2 ) % 2 - 3 2 ' I J 2 . ( 3 $ ) 7 2 ) K * > 2 - ) 7
) 1 ( 3 $ 2 % 3 7 & ( 1 ' 0 2 ) & . 0 * # 2 ' J * $ 7 - # - ' N - ) 2 # $ ) 1 ( 3 $ 2 % I - D - * # 0 2 ) - ( 3 2 & > ) & # ' * $ * & # r A s :
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Figure 10.2.1
d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   � � � � � ¡ � � � � � � �

p � � � � � � � � � � � � � C * . * 1 - % 1 & ) - 1 . - # * 6 ( 1 - $ * & # 3 ) - # 0 2 - 6 6 1 * 2 ' $ & % 2 3 $ & % 2 * # @ - % * - # $ 3 r 8 s n
r A s * # + 2 O # * $ * & # + 8 8 * # ) - 3 2 & > 2 ' D 2 * # 3 2 % $ * & # 3 :
¢ � � � � � £ � � � � � � ¡ � ¤ � � � � � � � �   � � � � � < 7 2 1 2 @ 2 1 3 & > $ 7 2 $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 - % 2 0 ( * 1 $ * # -
0 & $ $ & . ( 6 > - 3 7 * & # 0 , % 2 6 2 - $ 2 ' 1 , - 6 6 1 , * # D $ 7 2 1 & ) - 1 1 , D % 2 2 ' , 7 2 ( % * 3 $ * ) :
¥ � � � � � � ¡ � ¤ � � � � � � � �   � � � � � | - ) 7 1 2 @ 2 1 ) - # 0 2 ( 6 ' - $ 2 ' ( 6 & # * # 3 2 % $ * & # 3 - # ' ' 2 1 2 n
$ * & # 3 & > 2 ' D 2 3 * # $ % 2 2 � 0 , - 6 6 1 , * # D > 2 J 1 & ) - 1 1 , D % 2 2 ' , - ' N ( 3 $ . 2 # $ 3 3 * . * 1 - % $ & $ 7 2 & # 2 3
' 2 3 ) % * 0 2 ' 0 2 > & % 2 : " # 6 - % $ * ) ( 1 - % I - ) & # 3 $ - # $ # ( . 0 2 % & > 0 - 3 * ) ) 1 ( 3 $ 2 % 3 r ) & % % 2 3 6 & # ' * # D $ &
1 2 - @ 2 3 * # $ 7 2 $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 s - % 2 2 t - . * # 2 ' R $ 7 2 ) 7 - # D 2 3 * # $ 7 2 3 2 0 - 3 * ) ) 1 ( 3 $ 2 % 3 6 2 % ) & 1 - $ 2
( 6 * # $ 7 2 $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 I 6 & 3 3 * 0 1 , ) - ( 3 * # D @ 2 % $ 2 t ) 1 ( 3 $ 2 % 3 $ & 0 2 % 2 D % & ( 6 2 ' * # ' * m 2 % 2 # $
J - , 3 :

FACTS
¦ Q R | - ) 7 1 2 @ 2 1 & > $ 7 2 $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 7 - 3 - # ( . 0 2 % & > # & ' 2 3 J 7 * ) 7 * 3 - ) & # 3 $ - # $ > % - ) $ * & #
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& > $ 7 2 6 % 2 @ * & ( 3 1 2 @ 2 1 I - # ' $ 7 ( 3 $ 7 2 # ( . 0 2 % & > 1 2 @ 2 1 3 * 3 � r 1 & D � s r 3 2 2 v ~ % z F I ~ % x y { s :
< 7 2 > - ) $ $ 7 - $ & # 1 , - ) & # 3 $ - # $ - . & ( # $ & > J & % K 7 - 3 $ & 0 2 ' & # 2 & # � r 1 & D � s $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2
# & ' 2 3 * . 6 1 * 2 3 - 1 & D - % * $ 7 . * ) 0 & ( # ' & # $ 7 2 ( 6 ' - $ 2 $ * . 2 :
¦ _ R r ~ % 2 ' 2 % * ) K 3 & # § 3 < 7 2 & % 2 . s v ~ % z F { < 7 2 ( 6 ' - $ 2 & > - $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 0 2 ) - ( 3 2 & > - # 2 ' D 2
* # 3 2 % $ * & # & % ' 2 1 2 $ * & # ) - # 0 2 3 ( 6 6 & % $ 2 ' * # � r 1 & D � s $ * . 2 :

ET Trees
| < $ % 2 2 3 7 - @ 2 0 2 2 # * # $ % & ' ( ) 2 ' 0 , w 2 # f * # D 2 % - # ' ¨ * # D v w 2 ¨ * x x { $ & J & % K & # ' , # - . * )
> & % 2 3 $ 3 J 7 & 3 2 @ 2 % $ * ) 2 3 - % 2 - 3 3 & ) * - $ 2 ' J * $ 7 J 2 * D 7 $ 2 ' & % ( # J 2 * D 7 $ 2 ' K 2 , 3 : 4 6 ' - $ 2 3 - 1 1 & J
* $ $ & ) ( $ - % 0 * $ % - % , 2 ' D 2 3 I $ & * # 3 2 % $ 2 ' D 2 3 1 * # K * # D ' * m 2 % 2 # $ $ % 2 2 3 & > $ 7 2 > & % 2 3 $ I - # ' $ & - ' '
& % % 2 . & @ 2 $ 7 2 J 2 * D 7 $ 2 ' K 2 , - 3 3 & ) * - $ 2 ' $ & - @ 2 % $ 2 t : C ( 6 6 & % $ 2 ' = ( 2 % * 2 3 - % 2 $ 7 2 > & 1 1 & J * # D R
� © ª « « ¬  ® ¬ ¯ r ° ± ² s R $ 2 1 1 3 J 7 2 $ 7 2 % @ 2 % $ * ) 2 3 ° - # ' ² - % 2 * # $ 7 2 3 - . 2 $ % 2 2 :
� ³ ´ µ ¬ r ² s R % 2 $ ( % # 3 $ 7 2 # ( . 0 2 % & > @ 2 % $ * ) 2 3 * # $ 7 2 $ % 2 2 $ 7 - $ ) & # $ - * # 3 ² :
� ¶ ´ « · ¬ ¸ r ² s R % 2 $ ( % # 3 - K 2 , & > . * # * . ( . J 2 * D 7 $ * # $ 7 2 $ % 2 2 $ 7 - $ ) & # $ - * # 3 ² ¹ * > K 2 , 3 - % 2

( # J 2 * D 7 $ 2 ' I - # - % 0 * $ % - % , K 2 , * 3 % 2 $ ( % # 2 ' :

DEFINITIONS
P Q _ R S # º � � � � � � � � & > - $ % 2 2 � * 3 - . - t * . - 1 ) 1 & 3 2 ' J - 1 K & @ 2 % $ 7 2 D % - 6 7 & 0 $ - * # 2 '
0 , % 2 6 1 - ) * # D 2 - ) 7 2 ' D 2 & > � 0 , $ J & ' * % 2 ) $ 2 ' 2 ' D 2 3 J * $ 7 & 6 6 & 3 * $ 2 ' * % 2 ) $ * & # : < 7 2 J - 1 K
$ % - @ 2 % 3 2 3 2 - ) 7 2 ' D 2 2 t - ) $ 1 , & # ) 2 ¹ 7 2 # ) 2 I * > � 7 - 3 � @ 2 % $ * ) 2 3 I $ 7 2 | ( 1 2 % $ & ( % 7 - 3 1 2 # D $ 7
; � � ; r 3 2 2 ~ * D ( % 2 8 9 : ; : ; s :
P Q h R S # º � � � � � * 3 - ' , # - . * ) 0 - 1 - # ) 2 ' 0 * # - % , $ % 2 2 r 3 2 2 v ? M H C 9 8 { > & % - ' 2 O # * $ * & # & >
0 - 1 - # ) 2 ' 0 * # - % , $ % 2 2 3 s & @ 2 % 3 & . 2 | ( 1 2 % $ & ( % - % & ( # ' � : } - . 2 1 , I 1 2 - @ 2 3 & > $ 7 2 0 - 1 - # ) 2 '
0 * # - % , $ % 2 2 - % 2 $ 7 2 # & ' 2 3 & > $ 7 2 | ( 1 2 % < & ( % I * # $ 7 2 3 - . 2 & % ' 2 % * # J 7 * ) 7 $ 7 2 , - 6 6 2 - %
r 3 2 2 ~ * D ( % 2 8 9 : ; : ; s :

Figure 10.2.2
p £ � � � » � £ � � � � p » » � � � � ¡ � � � � � � �

REMARK
d Q Q R + 2 3 6 * $ 2 2 - ) 7 @ 2 % $ 2 t & > � . - , & ) ) ( % 3 2 @ 2 % - 1 $ * . 2 3 * # $ 7 2 | ( 1 2 % $ & ( % r - # - % 0 * $ % - % ,
& ) ) ( % % 2 # ) 2 * 3 . - % K 2 ' - 3 � � � � � 	 � � � � � � � � & > $ 7 2 @ 2 % $ 2 t s I - # | < $ % 2 2 7 - 3 � r � s # & ' 2 3 :
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APPROACH

p � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � " > $ % 2 2 3 * # $ 7 2 > & % 2 3 $ - % 2 1 * # K 2 ' & % ) ( $ I - ) & # 3 $ - # $
# ( . 0 2 % & > 3 6 1 * $ 3 - # ' ) & # ) - $ 2 # - $ * & # 3 - 1 1 & J * $ $ & % 2 ) & # 3 $ % ( ) $ $ 7 2 # 2 J | ( 1 2 % $ & ( % r 3 s ¹ $ 7 2
| < $ % 2 2 r 3 s ) - # $ 7 2 # 0 2 % 2 0 - 1 - # ) 2 ' 0 , - m 2 ) $ * # D & # 1 , � r 1 & D � s # & ' 2 3 :
¢ � � � � � � � ¼ � �   ½ £ � � � � � � < 7 2 = ( 2 % , © ª « « ¬  ® ¬ ¯ r ° ± ² s ) - # 0 2 2 - 3 * 1 , 3 ( 6 6 & % $ 2 ' * # � r 1 & D � s
$ * . 2 0 , O # ' * # D $ 7 2 % & & $ 3 & > $ 7 2 | < $ % 2 2 3 ) & # $ - * # * # D ° - # ' ² - # ' ) 7 2 ) K * # D * > $ 7 2 , ) & * # ) * ' 2 :
¾ � ¿ � � � � À � � Á �   ½ £ � � � � � � < & 3 ( 6 6 & % $ ³ ´ µ ¬ - # ' ¶ ´ « · ¬ ¸ = ( 2 % * 2 3 I 2 - ) 7 # & ' 2 Â & > $ 7 2
| < $ % 2 2 . - * # $ - * # 3 $ J & - ' ' * $ * & # - 1 @ - 1 ( 2 3 R $ 7 2 # ( . 0 2 % Ã r Â s & > % 2 6 % 2 3 2 # $ - $ * @ 2 3 0 2 1 & J * $
- # ' $ 7 2 . * # * . ( . J 2 * D 7 $ K 2 , Ä r Â s - $ $ - ) 7 2 ' $ & - % 2 6 % 2 3 2 # $ - $ * @ 2 0 2 1 & J * $ : C ( ) 7 @ - 1 ( 2 3
) - # 0 2 . - * # $ - * # 2 ' * # � r 1 & D � s $ * . 2 6 2 % ( 6 ' - $ 2 - # ' - 1 1 & J * $ $ & - # 3 J 2 % = ( 2 % * 2 3 & > $ 7 2
> & % . ³ ´ µ ¬ r ² s - # ' ¶ ´ « · ¬ ¸ r ² s * # � r 1 & D � s $ * . 2 > & % - # , @ 2 % $ 2 t ² & > $ 7 2 > & % 2 3 $ R $ 7 2 % & & $ Å
& > $ 7 2 | < $ % 2 2 ) & # $ - * # * # D ² * 3 > & ( # ' - # ' @ - 1 ( 2 3 Ã r Å s - # ' Ä r Å s - % 2 % 2 $ ( % # 2 ' I % 2 3 6 2 ) $ * @ 2 1 , :
g 2 % 2 > 2 % $ 7 2 * # $ 2 % 2 3 $ 2 ' % 2 - ' 2 % $ & v w 2 ¨ * x x { > & % - ' ' * $ * & # - 1 ' 2 $ - * 1 3 & > $ 7 2 . 2 $ 7 & ' :

FACT

¦ h R � & $ 7 ( 6 ' - $ 2 3 - # ' = ( 2 % * 2 3 ) - # 0 2 3 ( 6 6 & % $ 2 ' * # � r 1 & D � s $ * . 2 ( 3 * # D | < $ % 2 2 3
r 3 2 2 v w 2 ¨ * x x { s :

Top trees
< & 6 $ % 2 2 3 7 - @ 2 0 2 2 # * # $ % & ' ( ) 2 ' 0 , S 1 3 $ % ( 6 2 $ - 1 : v S 1 w & + 2 < 7 x y { $ & . - * # $ - * # 2 e ) * 2 # $ 1 ,
* # > & % . - $ * & # - 0 & ( $ 6 - $ 7 3 * # $ % 2 2 3 I 3 ( ) 7 - 3 I 2 : D : I $ 7 2 . - t * . ( . J 2 * D 7 $ & # $ 7 2 6 - $ 7 0 2 $ J 2 2 #
- # , 6 - * % & > @ 2 % $ * ) 2 3 * # - $ % 2 2 : < 7 2 0 - 3 * ) * ' 2 - * 3 $ - K 2 # > % & . ~ % 2 ' 2 % * ) K 3 & # § 3 $ & 6 & 1 & D ,
$ % 2 2 3 I 0 ( $ * # 3 $ 2 - ' & > 6 - % $ * $ * & # * # D @ 2 % $ * ) 2 3 I $ & 6 $ % 2 2 3 J & % K 0 , 6 - % $ * $ * & # * # D 2 ' D 2 3 R $ 7 2
3 - . 2 @ 2 % $ 2 t ) - # $ 7 2 # - 6 6 2 - % * # . & % 2 $ 7 - # & # 2 ) 1 ( 3 $ 2 % :

DEFINITIONS

P Q j R C * . * 1 - % 1 , $ & v ~ % z F I ~ % x y { I - 
 � � 	 � � � * 3 - ) & # # 2 ) $ 2 ' 3 ( 0 $ % 2 2 & > $ % 2 2 � I J * $ 7 $ 7 2
- ' ' * $ * & # - 1 ) & # 3 $ % - * # $ $ 7 - $ - $ . & 3 $ $ J & @ 2 % $ * ) 2 3 I ) - 1 1 2 ' Æ � � � i � � � � � � � � 
 � 	 I 7 - @ 2 2 ' D 2 3 & ( $
& > $ 7 2 3 ( 0 $ % 2 2 :
P Q k R < J & ) 1 ( 3 $ 2 % 3 - % 2 3 - * ' $ & 0 2 � � � � � Æ � � 	 * > $ 7 2 * % * # $ 2 % 3 2 ) $ * & # ) & # $ - * # 3 2 t - ) $ 1 , & # 2
@ 2 % $ 2 t :
P Q l R S � � � � � � � & > � * 3 - 0 * # - % , $ % 2 2 3 ( ) 7 $ 7 - $ R
� < 7 2 1 2 - @ 2 3 - # ' $ 7 2 * # $ 2 % # - 1 # & ' 2 3 % 2 6 % 2 3 2 # $ 2 ' D 2 3 - # ' ) 1 ( 3 $ 2 % 3 & > � I % 2 3 6 2 ) $ * @ 2 1 , :
� < 7 2 3 ( 0 $ % 2 2 % 2 6 % 2 3 2 # $ 2 ' 0 , - # * # $ 2 % # - 1 # & ' 2 * 3 $ 7 2 ( # * & # & > $ 7 2 3 ( 0 $ % 2 2 3 % 2 6 % 2 3 2 # $ 2 '

0 , * $ 3 $ J & ) 7 * 1 ' % 2 # I J 7 * ) 7 . ( 3 $ 0 2 # 2 * D 7 0 & % 3 :
� < 7 2 % & & $ % 2 6 % 2 3 2 # $ 3 $ 7 2 2 # $ * % 2 $ % 2 2 � :
� < 7 2 7 2 * D 7 $ * 3 � r 1 & D � s :
g 2 % 2 > 2 % $ & ~ * D ( % 2 8 9 : ; : A > & % - # 2 t - . 6 1 2 & > $ & 6 $ % 2 2 :

APPROACH

< & 6 $ % 2 2 3 ) - # 0 2 . - * # $ - * # 2 ' ( # ' 2 % 2 ' D 2 * # 3 2 % $ - # ' ' 2 1 2 $ 2 & 6 2 % - $ * & # 3 * # $ % 2 2 � 0 , . - K * # D
( 3 2 & > $ J & 0 - 3 * ) ¶ ¬ Ç È ¬ - # ' ³ É Ê ´ ® & 6 2 % - $ * & # 3 :
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Figure 10.2.3
¢ � £ � � � � � � � � � � � � � � � � ¡ � � � � � » �

À � � � � � " $ $ - K 2 3 $ J & $ & 6 $ % 2 2 3 J 7 & 3 2 % & & $ 3 - % 2 # 2 * D 7 0 & % ) 1 ( 3 $ 2 % 3 - # ' N & * # 3 $ 7 2 . $ & > & % .
- ( # * = ( 2 $ & 6 $ % 2 2 :
¾ � � � � � < 7 * 3 * 3 $ 7 2 % 2 @ 2 % 3 2 & 6 2 % - $ * & # I ' 2 1 2 $ * # D $ 7 2 % & & $ & > - D * @ 2 # $ & 6 $ % 2 2 :
p � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � < 7 2 * . 6 1 2 . 2 # $ - $ * & # & > - # 2 ' D 2 * # 3 2 % $ * & # o ' 2 1 2 $ * & #
3 $ - % $ 3 J * $ 7 - 3 2 = ( 2 # ) 2 & > ³ É Ê ´ ® & > - 1 1 - # ) 2 3 $ & % ) 1 ( 3 $ 2 % 3 & > 2 ' D 2 3 J 7 & 3 2 0 & ( # ' - % , ) 7 - # D 2 3
- # ' O # * 3 7 2 3 J * $ 7 - 3 2 = ( 2 # ) 2 & > ¶ ¬ Ç È ¬ : C * # ) 2 - # 2 # ' n 6 & * # $ ² & > - # 2 ' D 2 7 - 3 $ & 0 2 - 1 % 2 - ' ,
0 & ( # ' - % , @ 2 % $ 2 t & > $ 7 2 2 ' D 2 * > ² * 3 # & $ - 1 2 - > I 2 - ) 7 2 ' D 2 * # 3 2 % $ o ' 2 1 2 $ 2 ) - # ) 7 - # D 2 $ 7 2
0 & ( # ' - % , & > - $ . & 3 $ $ J & 2 ' D 2 3 I 2 t ) 1 ( ' * # D $ 7 2 2 ' D 2 0 2 * # D * # 3 2 % $ 2 ' o ' 2 1 2 $ 2 ' :
~ % & . v S 1 w & + 2 < 7 x y I ~ % z F { J 2 7 - @ 2 R

FACT
¦ j R r S 1 3 $ % ( 6 2 $ - 1 : s v S 1 w & + 2 < 7 x y { ~ & % - ' , # - . * ) > & % 2 3 $ J 2 ) - # . - * # $ - * # $ & 6 $ % 2 2 3
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& > 7 2 * D 7 $ � r 1 & D � s 3 ( 6 6 & % $ * # D 2 ' D 2 * # 3 2 % $ * & # 3 - # ' ' 2 1 2 $ * & # 3 J * $ 7 - 3 2 = ( 2 # ) 2 & > � r 1 & D � s
³ É Ê ´ ® - # ' ¶ ¬ Ç È ¬ : < 7 2 3 2 = ( 2 # ) 2 * $ 3 2 1 > * 3 * ' 2 # $ * O 2 ' * # � r 1 & D � s $ * . 2 :

REMARKS
d Q _ R < & 6 $ % 2 2 3 - % 2 $ , 6 * ) - 1 1 , ( 3 2 ' 0 , - $ $ - ) 7 * # D 2 t $ % - * # > & % . - $ * & # $ & $ 7 2 * % # & ' 2 3 : S
) - % 2 > ( 1 ) 7 & * ) 2 & > $ 7 2 2 t $ % - * # > & % . - $ * & # . - K 2 3 * $ 6 & 3 3 * 0 1 2 $ & . - * # $ - * # 2 - 3 * 1 , 6 - $ 7 6 % & 6 n
2 % $ * 2 3 & > $ % 2 2 3 I 3 ( ) 7 - 3 $ 7 2 . - t * . ( . J 2 * D 7 $ & > - # 2 ' D 2 * # $ 7 2 ( # * = ( 2 6 - $ 7 0 2 $ J 2 2 # - # ,
$ J & @ 2 % $ * ) 2 3 : g 2 % 2 > 2 % $ 7 2 * # $ 2 % 2 3 $ 2 ' % 2 - ' 2 % $ & v S 1 w & + 2 < 7 x y I S 1 w & < 7 9 9 I w & + 2 < 7 9 8 { > & %
3 - . 6 1 2 - 6 6 1 * ) - $ * & # 3 :
d Q h R < & 6 $ % 2 2 3 - % 2 - # - $ ( % - 1 D 2 # 2 % - 1 * f - $ * & # & > 3 $ - # ' - % ' 0 - 1 - # ) 2 ' 0 * # - % , $ % 2 2 3 & @ 2 %
' , # - . * ) ) & 1 1 2 ) $ * & # 3 & > 1 * 3 $ 3 $ 7 - $ . - , 0 2 ) & # ) - $ 2 # - $ 2 ' - # ' 3 6 1 * $ I J 7 2 % 2 2 - ) 7 # & ' 2 & > $ 7 2
0 - 1 - # ) 2 ' 0 * # - % , $ % 2 2 % 2 6 % 2 3 2 # $ 3 - 3 2 D . 2 # $ & > - 1 * 3 $ : " # $ 7 2 $ 2 % . * # & 1 & D , & > $ & 6 $ % 2 2 3 I $ 7 * 3
* 3 N ( 3 $ - 3 6 2 ) * - 1 ) - 3 2 & > - ) 1 ( 3 $ 2 % :

Clustering
< 7 2 ) 1 ( 3 $ 2 % * # D $ 2 ) 7 # * = ( 2 7 - 3 0 2 2 # * # $ % & ' ( ) 2 ' 0 , ~ % 2 ' 2 % * ) K 3 & # v ~ % z F { - # ' * 3 0 - 3 2 ' ( 6 & #
6 - % $ * $ * & # * # D $ 7 2 D % - 6 7 * # $ & - 3 ( * $ - 0 1 2 ) & 1 1 2 ) $ * & # & > ) & # # 2 ) $ 2 ' 3 ( 0 D % - 6 7 3 I ) - 1 1 2 ' 
 � � 	 � � � 	 I
3 ( ) 7 $ 7 - $ 2 - ) 7 ( 6 ' - $ 2 * # @ & 1 @ 2 3 & # 1 , - 3 . - 1 1 # ( . 0 2 % & > 3 ( ) 7 ) 1 ( 3 $ 2 % 3 :

REMARKS
d Q j R < , 6 * ) - 1 1 , I $ 7 2 ' 2 ) & . 6 & 3 * $ * & # ' 2 O # 2 ' 0 , $ 7 2 ) 1 ( 3 $ 2 % 3 * 3 - 6 6 1 * 2 ' % 2 ) ( % 3 * @ 2 1 , - # '
$ 7 2 * # > & % . - $ * & # - 0 & ( $ $ 7 2 3 ( 0 D % - 6 7 3 * 3 ) & . 0 * # 2 ' J * $ 7 $ 7 2 $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 3 ' 2 3 ) % * 0 2 '
- 0 & @ 2 :
d Q k R S % 2 O # 2 . 2 # $ & > $ 7 2 ) 1 ( 3 $ 2 % * # D $ 2 ) 7 # * = ( 2 - 6 6 2 - % 3 * # $ 7 2 * ' 2 - & > � � Æ � � � � � � � i � � �
	 � � � 
 � � � � 	 v ~ % x y { I * # J 7 * ) 7 2 ' D 2 3 ) - # 0 2 1 & # D $ & . ( 1 $ * 6 1 2 D % & ( 6 3 I & # 1 , & # 2 & > J 7 * ) 7 * 3
- ) $ ( - 1 1 , 3 2 1 2 ) $ 2 ' ' 2 6 2 # ' * # D & # $ 7 2 $ & 6 & 1 & D , & > $ 7 2 D * @ 2 # 3 6 - # # * # D $ % 2 2 :

EXAMPLE
p k R S 3 - # 2 t - . 6 1 2 I J 2 0 % * 2 Ë , ' 2 3 ) % * 0 2 $ 7 2 - 6 6 1 * ) - $ * & # & > ) 1 ( 3 $ 2 % * # D $ & $ 7 2 6 % & 0 1 2 .
& > . - * # $ - * # * # D - . * # * . ( . 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ v ~ % z F { : M 2 $ Ì Í r � ± Î s 0 2 - D % - 6 7 J * $ 7 -
' 2 3 * D # - $ 2 ' 3 6 - # # * # D $ % 2 2 Ï : ? 1 ( 3 $ 2 % * # D * 3 ( 3 2 ' > & % 6 - % $ * $ * & # * # D $ 7 2 @ 2 % $ 2 t 3 2 $ � * # $ &
3 ( 0 $ % 2 2 3 ) & # # 2 ) $ 2 ' * # Ï I 3 & $ 7 - $ 2 - ) 7 3 ( 0 $ % 2 2 * 3 & # 1 , - ' N - ) 2 # $ $ & - > 2 J & $ 7 2 % 3 ( 0 $ % 2 2 3 :
S $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 * 3 $ 7 2 # ( 3 2 ' > & % % 2 6 % 2 3 2 # $ * # D - % 2 ) ( % 3 * @ 2 6 - % $ * $ * & # & > $ 7 2 $ % 2 2 Ï : ~ * # - 1 1 , I
- D 2 # 2 % - 1 * f - $ * & # & > $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 3 I ) - 1 1 2 ' Ð Ñ i � � � � 	 � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 I - % 2 > & % . 2 ' > % & .
6 - * % 3 & > # & ' 2 3 * # $ 7 2 $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 - # ' - 1 1 & J * $ $ & . - * # $ - * # * # > & % . - $ * & # - 0 & ( $ $ 7 2 2 ' D 2 3
* # Î Ò Ï v ~ % z F { :

FACTS
¦ k R ~ ( 1 1 , ' , # - . * ) - 1 D & % * $ 7 . 3 0 - 3 2 ' & # 1 , & # - 3 * # D 1 2 1 2 @ 2 1 & > ) 1 ( 3 $ 2 % * # D & 0 $ - * # $ , 6 * ) - 1 1 ,
$ * . 2 0 & ( # ' 3 & > $ 7 2 & % ' 2 % & > � r Ó � Ô Õ s r 3 2 2 > & % * # 3 $ - # ) 2 v 5 - " $ x ; I H - x F { s :
g 7 2 # $ 7 2 6 - % $ * $ * & # ) - # 0 2 - 6 6 1 * 2 ' % 2 ) ( % 3 * @ 2 1 , I 0 2 $ $ 2 % � r Ó � Ô � s $ * . 2 0 & ( # ' 3 ) - # 0 2
- ) 7 * 2 @ 2 ' 0 , ( 3 * # D ; n ' * . 2 # $ * & # - 1 $ & 6 & 1 & D , $ % 2 2 3 r 3 2 2 I > & % * # 3 $ - # ) 2 I v ~ % z F I ~ % x y { s :
¦ l R r ~ % 2 ' 2 % * ) K 3 & # § 3 $ 7 2 & % 2 . s v ~ % z F { < 7 2 . * # * . ( . 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ & > - # ( # ' * % 2 ) $ 2 '
D % - 6 7 ) - # 0 2 . - * # $ - * # 2 ' * # $ * . 2 � r Ó � Ô � s 6 2 % ( 6 ' - $ 2 I J 7 2 % 2 Ó * 3 $ 7 2 ) ( % % 2 # $ # ( . 0 2 %
& > 2 ' D 2 3 * # $ 7 2 D % - 6 7 :
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REMARKS

d Q l R g 2 % 2 > 2 % $ 7 2 * # $ 2 % 2 3 $ 2 ' % 2 - ' 2 % $ & v ~ % z F I ~ % x y { > & % ' 2 $ - * 1 3 - 0 & ( $ ~ % 2 ' 2 % * ) K 3 & # § 3
- 1 D & % * $ 7 . : g * $ 7 $ 7 2 3 - . 2 $ 2 ) 7 # * = ( 2 I - # � r Ó � Ô � s $ * . 2 0 & ( # ' ) - # 0 2 & 0 $ - * # 2 ' - 1 3 & > & %
> ( 1 1 , ' , # - . * ) ) & # # 2 ) $ * @ * $ , - # ' ; n 2 ' D 2 ) & # # 2 ) $ * @ * $ , v ~ % z F I ~ % x y { :
d Q q R < 7 2 $ , 6 2 & > ) 1 ( 3 $ 2 % * # D ( 3 2 ' ) - # @ 2 % , 6 % & 0 1 2 . n ' 2 6 2 # ' 2 # $ I 7 & J 2 @ 2 % I - # ' . - K 2 3
$ 7 * 3 $ 2 ) 7 # * = ( 2 ' * e ) ( 1 $ $ & 0 2 ( 3 2 ' - 3 - 0 1 - ) K 0 & t :

Sparsification
C 6 - % 3 * O ) - $ * & # * 3 - D 2 # 2 % - 1 $ 2 ) 7 # * = ( 2 ' ( 2 $ & | 6 6 3 $ 2 * # � � � � ! v | 6 5 - " $ } * x y { $ 7 - $ ) - # 0 2
( 3 2 ' - 3 - 0 1 - ) K 0 & t r J * $ 7 & ( $ 7 - @ * # D $ & K # & J $ 7 2 * # $ 2 % # - 1 ' 2 $ - * 1 3 s * # & % ' 2 % $ & ' 2 3 * D #
- # ' ' , # - . * f 2 D % - 6 7 - 1 D & % * $ 7 . 3 : " $ * 3 - ' * @ * ' 2 n - # ' n ) & # = ( 2 % $ 2 ) 7 # * = ( 2 $ 7 - $ - 1 1 & J 3 * $ $ &
% 2 ' ( ) 2 $ 7 2 ' 2 6 2 # ' 2 # ) 2 & # $ 7 2 # ( . 0 2 % & > 2 ' D 2 3 * # - D % - 6 7 I 3 & $ 7 - $ $ 7 2 $ * . 2 0 & ( # ' 3
> & % . - * # $ - * # * # D 3 & . 2 6 % & 6 2 % $ , & > $ 7 2 D % - 6 7 . - $ ) 7 $ 7 2 $ * . 2 3 > & % ) & . 6 ( $ * # D * # 3 6 - % 3 2
D % - 6 7 3 : B & % 2 6 % 2 ) * 3 2 1 , I J 7 2 # $ 7 2 $ 2 ) 7 # * = ( 2 * 3 - 6 6 1 * ) - 0 1 2 I * $ 3 6 2 2 ' 3 ( 6 - � r � ± Ó s $ * . 2
0 & ( # ' > & % - D % - 6 7 J * $ 7 � @ 2 % $ * ) 2 3 - # ' Ó 2 ' D 2 3 $ & � r � ± � r � s s I * : 2 : I $ & $ 7 2 $ * . 2 # 2 2 ' 2 '
* > $ 7 2 D % - 6 7 J 2 % 2 3 6 - % 3 2 : ~ & % * # 3 $ - # ) 2 I * > � r � ± Ó s Í � r Ó � Ô � s I J 2 D 2 $ - 0 2 $ $ 2 % 0 & ( # ' & >
� r � � Ô � s : < 7 2 $ 2 ) 7 # * = ( 2 * $ 3 2 1 > * 3 = ( * $ 2 3 * . 6 1 2 : S K 2 , ) & # ) 2 6 $ * 3 $ 7 2 # & $ * & # & > ) 2 % $ * O ) - $ 2 :

DEFINITION
P Q q R ~ & % - # , D % - 6 7 6 % & 6 2 % $ , Ö - # ' D % - 6 7 Ì I - 
 � � � � × 
 � � � > & % Ì * 3 - D % - 6 7 Ì � 3 ( ) 7
$ 7 - $ Ì 7 - 3 6 % & 6 2 % $ , Ö * > - # ' & # 1 , * > Ì � 7 - 3 $ 7 2 6 % & 6 2 % $ , :

APPROACH

M 2 $ Ì 0 2 - D % - 6 7 J * $ 7 Ó 2 ' D 2 3 - # ' � @ 2 % $ * ) 2 3 : g 2 6 - % $ * $ * & # $ 7 2 2 ' D 2 3 & > Ì * # $ & -
) & 1 1 2 ) $ * & # & > � r Ó Ø � s 3 6 - % 3 2 3 ( 0 D % - 6 7 3 I * : 2 : I 3 ( 0 D % - 6 7 3 J * $ 7 � @ 2 % $ * ) 2 3 - # ' � r � s 2 ' D 2 3 :
< 7 2 * # > & % . - $ * & # % 2 1 2 @ - # $ > & % 2 - ) 7 3 ( 0 D % - 6 7 ) - # 0 2 3 ( . . - % * f 2 ' * # - 3 6 - % 3 2 ) 2 % $ * O ) - $ 2 :
? 2 % $ * O ) - $ 2 3 - % 2 $ 7 2 # . 2 % D 2 ' * # 6 - * % 3 I 6 % & ' ( ) * # D 1 - % D 2 % 3 ( 0 D % - 6 7 3 J 7 * ) 7 - % 2 . - ' 2 3 6 - % 3 2
0 , - D - * # ) & . 6 ( $ * # D $ 7 2 * % ) 2 % $ * O ) - $ 2 : < 7 2 % 2 3 ( 1 $ * 3 - 0 - 1 - # ) 2 ' 0 * # - % , $ % 2 2 * # J 7 * ) 7 2 - ) 7
# & ' 2 * 3 % 2 6 % 2 3 2 # $ 2 ' 0 , - 3 6 - % 3 2 ) 2 % $ * O ) - $ 2 : | - ) 7 ( 6 ' - $ 2 * # @ & 1 @ 2 3 � r 1 & D r Ó Ø � s s D % - 6 7 3
J * $ 7 � r � s 2 ' D 2 3 2 - ) 7 I * # 3 $ 2 - ' & > & # 2 D % - 6 7 J * $ 7 Ó 2 ' D 2 3 :

NOTATION

< 7 % & ( D 7 & ( $ 1 & D Ù 3 $ - # ' 3 > & % . - t r 8 ± 1 & D � Ù s I 3 & 1 & D r Ó Ø � s * 3 # 2 @ 2 % 3 . - 1 1 2 % $ 7 - # 8 2 @ 2 # * >
Ó � ; � :

REMARKS

< 7 2 % 2 2 t * 3 $ $ J & @ - % * - # $ 3 & > 3 6 - % 3 * O ) - $ * & # :
d Q � R < 7 2 O % 3 $ @ - % * - # $ * 3 ( 3 2 ' * # 3 * $ ( - $ * & # 3 J 7 2 % 2 # & 6 % 2 @ * & ( 3 > ( 1 1 , ' , # - . * ) - 1 D & % * $ 7 .
* 3 K # & J # : S 3 $ - $ * ) - 1 D & % * $ 7 . * 3 ( 3 2 ' > & % % 2 ) & . 6 ( $ * # D - 3 6 - % 3 2 ) 2 % $ * O ) - $ 2 * # 2 - ) 7 $ % 2 2
# & ' 2 - m 2 ) $ 2 ' 0 , - # 2 ' D 2 ( 6 ' - $ 2 : " > $ 7 2 ) 2 % $ * O ) - $ 2 3 ) - # 0 2 > & ( # ' * # $ * . 2 � r Ó Ú � s I $ 7 * 3
@ - % * - # $ D * @ 2 3 $ * . 2 0 & ( # ' 3 & > � r � s 6 2 % ( 6 ' - $ 2 :
d Q � R " # $ 7 2 3 2 ) & # ' @ - % * - # $ I ) 2 % $ * O ) - $ 2 3 - % 2 . - * # $ - * # 2 ' ( 3 * # D - ' , # - . * ) ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 :
~ & % $ 7 * 3 $ & J & % K I - 	 � � Æ � � � � � 6 % & 6 2 % $ , & > ) 2 % $ * O ) - $ 2 3 * 3 # 2 2 ' 2 ' I $ & 2 # 3 ( % 2 $ 7 - $ - 3 . - 1 1
) 7 - # D 2 * # $ 7 2 * # 6 ( $ D % - 6 7 ' & 2 3 # & $ 1 2 - ' $ & - 1 - % D 2 ) 7 - # D 2 * # $ 7 2 ) 2 % $ * O ) - $ 2 3 : r g 2 % 2 > 2 %
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$ 7 2 * # $ 2 % 2 3 $ 2 ' % 2 - ' 2 % $ & v | 6 5 - " $ } * x y { > & % - 6 % 2 ) * 3 2 ' 2 O # * $ * & # & > 3 $ - 0 * 1 * $ , : s < 7 * 3 @ - % * - # $
$ % - # 3 > & % . 3 $ * . 2 0 & ( # ' 3 & > $ 7 2 > & % . � r Ó Û s * # $ & � r � Û s :

DEFINITION

P Q � R S $ * . 2 0 & ( # ' � r � s * 3 Ü � � � Ñ Æ � � � � � i * > I > & % 3 & . 2 Ý � 8 I � r � Ø ; s � Ý � r � s : g 2 1 1 n
0 2 7 - @ 2 ' # 2 3 3 2 1 * . * # - $ 2 3 3 $ % - # D 2 3 * $ ( - $ * & # 3 * # J 7 * ) 7 - $ * . 2 0 & ( # ' Ë ( ) $ ( - $ 2 3 J * 1 ' 1 ,
J * $ 7 � : ~ & % * # 3 $ - # ) 2 I - 1 1 6 & 1 , # & . * - 1 3 - % 2 J 2 1 1 n 0 2 7 - @ 2 ' :

FACTS

¦ q R r | 6 6 3 $ 2 * # � � � � ! s v | 6 5 - " $ } * x y { M 2 $ Ö 0 2 - 6 % & 6 2 % $ , > & % J 7 * ) 7 J 2 ) - # O # ' 3 6 - % 3 2
) 2 % $ * O ) - $ 2 3 * # $ * . 2 Þ r � ± Ó s > & % 3 & . 2 J 2 1 1 n 0 2 7 - @ 2 ' Þ I - # ' 3 ( ) 7 $ 7 - $ J 2 ) - # ) & # 3 $ % ( ) $
- ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 > & % $ 2 3 $ * # D 6 % & 6 2 % $ , Ö * # $ * . 2 ß r � ± Ó s J 7 * ) 7 ) - # - # 3 J 2 % = ( 2 % * 2 3 * #
$ * . 2 Â r � ± Ó s : < 7 2 # $ 7 2 % 2 * 3 - > ( 1 1 , ' , # - . * ) ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 > & % $ 2 3 $ * # D J 7 2 $ 7 2 % -
D % - 6 7 7 - 3 6 % & 6 2 % $ , Ö I > & % J 7 * ) 7 2 ' D 2 * # 3 2 % $ * & # 3 - # ' ' 2 1 2 $ * & # 3 ) - # 0 2 6 2 % > & % . 2 ' * #
$ * . 2 � r Þ r � ± � r � s s s Ú ß r � ± � r � s s I - # ' > & % J 7 * ) 7 $ 7 2 = ( 2 % , $ * . 2 * 3 Â r � ± � r � s s :
¦ � R r | 6 6 3 $ 2 * # � � � � ! s v | 6 5 - " $ } * x y { M 2 $ Ö 0 2 - 6 % & 6 2 % $ , > & % J 7 * ) 7 3 $ - 0 1 2 3 6 - % 3 2 ) 2 % $ * O n
) - $ 2 3 ) - # 0 2 . - * # $ - * # 2 ' * # $ * . 2 Þ r � ± Ó s 6 2 % ( 6 ' - $ 2 I J 7 2 % 2 Þ * 3 J 2 1 1 n 0 2 7 - @ 2 ' I - # ' > & %
J 7 * ) 7 $ 7 2 % 2 * 3 - ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 > & % 6 % & 6 2 % $ , Ö J * $ 7 ( 6 ' - $ 2 $ * . 2 ß r � ± Ó s - # ' = ( 2 % , $ * . 2
Â r � ± Ó s : < 7 2 # Ö ) - # 0 2 . - * # $ - * # 2 ' * # $ * . 2 � r Þ r � ± � r � s s s Ú ß r � ± � r � s s 6 2 % ( 6 ' - $ 2 I
J * $ 7 = ( 2 % , $ * . 2 Â r � ± � r � s s :

REMARKS

d _ � R � - 3 * ) - 1 1 , I $ 7 2 O % 3 $ @ 2 % 3 * & # & > 3 6 - % 3 * O ) - $ * & # r ~ - ) $ ~ y s ) - # 0 2 ( 3 2 ' $ & ' , # - . * f 2
3 $ - $ * ) - 1 D & % * $ 7 . 3 I * # J 7 * ) 7 ) - 3 2 J 2 & # 1 , # 2 2 ' $ & 
 � � � � � � 2 e ) * 2 # $ 1 , 	 � � � 	 � ) 2 % $ * O ) - $ 2 3 I
J 7 * 1 2 $ 7 2 3 2 ) & # ' @ 2 % 3 * & # r ~ - ) $ ~ z s ) - # 0 2 ( 3 2 ' $ & 3 6 2 2 ' ( 6 2 t * 3 $ * # D > ( 1 1 , ' , # - . * )
- 1 D & % * $ 7 . 3 I * # J 7 * ) 7 ) - 3 2 J 2 # 2 2 ' $ & � � � � � � � � 2 e ) * 2 # $ 1 , 	 � � Æ � � 	 � � � 	 � ) 2 % $ * O ) - $ 2 3 :
d _ Q R C 6 - % 3 * O ) - $ * & # - 6 6 1 * 2 3 $ & - J * ' 2 @ - % * 2 $ , & > ' , # - . * ) D % - 6 7 6 % & 0 1 2 . 3 I * # ) 1 ( ' n
* # D . * # * . ( . 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ 3 I 2 ' D 2 - # ' @ 2 % $ 2 t ) & # # 2 ) $ * @ * $ , : S 3 - # 2 t - . 6 1 2 I > & %
$ 7 2 > ( 1 1 , ' , # - . * ) . * # * . ( . 3 6 - # # * # D $ % 2 2 6 % & 0 1 2 . I * $ % 2 ' ( ) 2 3 $ 7 2 ( 6 ' - $ 2 $ * . 2 > % & .
� r Ó � Ô � s v ~ % z F I ~ % x y { $ & � r � � Ô � s v | 6 5 - " $ } * x y { :
d _ _ R C * # ) 2 3 6 - % 3 * O ) - $ * & # J & % K 3 & # $ & 6 & > - D * @ 2 # - 1 D & % * $ 7 . I J 2 # 2 2 ' # & $ $ & K # & J
$ 7 2 * # $ 2 % # - 1 ' 2 $ - * 1 3 & > $ 7 * 3 - 1 D & % * $ 7 . : ? & # 3 2 = ( 2 # $ 1 , I * $ ) - # 0 2 - 6 6 1 * 2 ' & % $ 7 & D & # - 1 1 , $ &
& $ 7 2 % ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % * # D $ 2 ) 7 # * = ( 2 3 R * # - 1 - % D 2 # ( . 0 2 % & > 3 * $ ( - $ * & # 3 0 & $ 7 ) 1 ( 3 $ 2 % * # D - # '
3 6 - % 3 * O ) - $ * & # 7 - @ 2 0 2 2 # ) & . 0 * # 2 ' $ & 6 % & ' ( ) 2 - # 2 e ) * 2 # $ ' , # - . * ) D % - 6 7 - 1 D & % * $ 7 . :

Randomization
? 1 ( 3 $ 2 % * # D - # ' 3 6 - % 3 * O ) - $ * & # - 1 1 & J & # 2 $ & ' 2 3 * D # 2 e ) * 2 # $ ' 2 $ 2 % . * # * 3 $ * ) - 1 D & % * $ 7 . 3 > & %
> ( 1 1 , ' , # - . * ) 6 % & 0 1 2 . 3 : < 7 2 1 - 3 $ $ 2 ) 7 # * = ( 2 J 2 6 % 2 3 2 # $ * # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # * 3 ' ( 2 $ & w 2 # f * # D 2 %
- # ' ¨ * # D v w 2 ¨ * x x { I - # ' - 1 1 & J 3 & # 2 $ & - ) 7 * 2 @ 2 > - 3 $ 2 % ( 6 ' - $ 2 $ * . 2 3 > & % 3 & . 2 6 % & 0 1 2 . 3 0 ,
2 t 6 1 & * $ * # D $ 7 2 6 & J 2 % & > % - # ' & . * f - $ * & # :

EXAMPLE

g 2 3 K 2 $ ) 7 7 & J $ 7 2 % - # ' & . * f - $ * & # $ 2 ) 7 # * = ( 2 J & % K 3 $ - K * # D $ 7 2 > ( 1 1 , ' , # - . * ) ) & # # 2 ) $ * @ * $ ,
6 % & 0 1 2 . - 3 - # 2 t - . 6 1 2 :
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NOTATION
M 2 $ Ì Í r � ± Î s 0 2 - D % - 6 7 $ & 0 2 . - * # $ - * # 2 ' ' , # - . * ) - 1 1 , I - # ' 1 2 $ à 0 2 - 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $
& > Ì : g 2 ) - 1 1 2 ' D 2 3 * # à � � � � � i � � 	 I - # ' 2 ' D 2 3 * # Î Ò à � � � Ñ � � � � � i � � 	 :

APPROACH
À � � � � � � � � � � � � � � � � � � ¡ � � � � � � � < % 2 2 3 * # $ 7 2 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ 3 - % 2 . - * # $ - * # 2 ' ( 3 * # D
$ 7 2 | ( 1 2 % < & ( % 3 ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 r | < $ % 2 2 3 s ' 2 3 ) % * 0 2 ' - 0 & @ 2 I $ 7 - $ - 1 1 & J 3 & # 2 $ & & 0 $ - * #
1 & D - % * $ 7 . * ) ( 6 ' - $ 2 3 - # ' = ( 2 % * 2 3 J * $ 7 * # $ 7 2 > & % 2 3 $ :
d � � � � á � � á � � � � � � S K 2 , * ' 2 - 0 2 7 * # ' $ 7 2 $ 2 ) 7 # * = ( 2 & > w 2 # f * # D 2 % - # ' ¨ * # D * 3 $ 7 2
> & 1 1 & J * # D R J 7 2 # � * 3 ' 2 1 2 $ 2 ' > % & . - $ % 2 2 � I ( 3 2 % - # ' & . 3 - . 6 1 * # D - . & # D $ 7 2 # & # n $ % 2 2
2 ' D 2 3 * # ) * ' 2 # $ $ & � I * # & % ' 2 % $ & O # ' = ( * ) K 1 , - % 2 6 1 - ) 2 . 2 # $ 2 ' D 2 > & % � I * > - # , :
â � � � ¤ � � � � á � � � � � � � � � < 7 2 3 2 ) & # ' K 2 , * ' 2 - * 3 $ & ) & . 0 * # 2 % - # ' & . * f - $ * & # J * $ 7 -
3 ( * $ - 0 1 2 D % - 6 7 ' 2 ) & . 6 & 3 * $ * & # : g 2 . - * # $ - * # - # 2 ' D 2 ' 2 ) & . 6 & 3 * $ * & # & > $ 7 2 ) ( % % 2 # $ D % - 6 7
Ì * # $ & � r 1 & D � s 2 ' D 2 ' * 3 N & * # $ 3 ( 0 D % - 6 7 3 Ì ã Í r � ± Î ã s : < 7 2 3 2 3 ( 0 D % - 6 7 3 - % 2 7 * 2 % - % ) 7 * ) - 1 1 ,
& % ' 2 % 2 ' : < 7 2 1 & J 2 % 1 2 @ 2 1 3 ) & # $ - * # $ * D 7 $ 1 , n ) & # # 2 ) $ 2 ' 6 & % $ * & # 3 & > Ì r * : 2 : I ' 2 # 3 2 2 ' D 2 ) ( $ 3 s I
J 7 * 1 2 $ 7 2 7 * D 7 2 % 1 2 @ 2 1 3 ) & # $ - * # 1 & & 3 2 1 , n ) & # # 2 ) $ 2 ' 6 & % $ * & # 3 & > Ì r * : 2 : I 3 6 - % 3 2 ) ( $ 3 s : ~ & %
2 - ) 7 1 2 @ 2 1 ä I - 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ > & % $ 7 2 D % - 6 7 ' 2 O # 2 ' 0 , - 1 1 $ 7 2 2 ' D 2 3 * # 1 2 @ 2 1 3 ä & % 0 2 1 & J
* 3 - 1 3 & . - * # $ - * # 2 ' :

REMARKS
d _ h R } & $ 2 $ 7 - $ $ 7 2 7 - % ' & 6 2 % - $ * & # * 3 $ 7 2 ' 2 1 2 $ * & # & > - $ % 2 2 2 ' D 2 R * # ' 2 2 ' I - 3 6 - # # * # D
> & % 2 3 $ * 3 2 - 3 * 1 , . - * # $ - * # 2 ' $ 7 % & ( D 7 & ( $ 2 ' D 2 * # 3 2 % $ * & # 3 I - # ' ' 2 1 2 $ * # D - # & # n $ % 2 2 2 ' D 2 ' & 2 3
# & $ ) 7 - # D 2 $ 7 2 > & % 2 3 $ :
d _ j R < 7 2 D & - 1 * 3 - # ( 6 ' - $ 2 $ * . 2 & > � r 1 & D Õ � s R - > $ 2 % - # 2 ' D 2 ' 2 1 2 $ * & # I * # $ 7 2 = ( 2 3 $ > & %
- % 2 6 1 - ) 2 . 2 # $ 2 ' D 2 I J 2 ) - # - m & % ' - # ( . 0 2 % & > 3 - . 6 1 2 ' 2 ' D 2 3 & > � r 1 & D � � s : w & J 2 @ 2 % I * >
$ 7 2 ) - # ' * ' - $ 2 3 2 $ & > 2 ' D 2 � * 3 - 3 . - 1 1 > % - ) $ * & # & > - 1 1 # & # n $ % 2 2 2 ' D 2 3 J 7 * ) 7 - % 2 - ' N - ) 2 # $ $ &
� I * $ * 3 ( # 1 * K 2 1 , $ & O # ' - % 2 6 1 - ) 2 . 2 # $ 2 ' D 2 > & % � - . & # D $ 7 * 3 3 . - 1 1 3 - . 6 1 2 : " > J 2 > & ( # '
# & ) - # ' * ' - $ 2 - . & # D $ 7 2 3 - . 6 1 2 ' 2 ' D 2 3 I J 2 . ( 3 $ ) 7 2 ) K 2 t 6 1 * ) * $ 1 , - 1 1 $ 7 2 # & # n $ % 2 2 2 ' D 2 3
- ' N - ) 2 # $ $ & � : S > $ 2 % % - # ' & . 3 - . 6 1 * # D 7 - 3 > - * 1 2 ' $ & 6 % & ' ( ) 2 - % 2 6 1 - ) 2 . 2 # $ 2 ' D 2 I J 2
# 2 2 ' $ & 6 2 % > & % . $ 7 * 3 ) 7 2 ) K 2 t 6 1 * ) * $ 1 , I & $ 7 2 % J * 3 2 J 2 J & ( 1 ' # & $ 0 2 D ( - % - # $ 2 2 ' $ & 6 % & @ * ' 2
) & % % 2 ) $ - # 3 J 2 % 3 $ & $ 7 2 = ( 2 % * 2 3 :
d _ k R C * # ) 2 $ 7 2 % 2 . * D 7 $ 0 2 - 1 & $ & > 2 ' D 2 3 J 7 * ) 7 - % 2 - ' N - ) 2 # $ $ & � I $ 7 * 3 2 t 6 1 * ) * $ ) 7 2 ) K
) & ( 1 ' 0 2 - # 2 t 6 2 # 3 * @ 2 & 6 2 % - $ * & # I 3 & * $ 3 7 & ( 1 ' 0 2 . - ' 2 - 1 & J 6 % & 0 - 0 * 1 * $ , 2 @ 2 # $ > & % $ 7 2
% - # ' & . * f 2 ' - 1 D & % * $ 7 . : < 7 * 3 ) - # 6 % & ' ( ) 2 6 - $ 7 & 1 & D * ) - 1 ( 6 ' - $ 2 3 I 7 & J 2 @ 2 % I 3 * # ) 2 ' 2 1 2 $ * # D
- 1 1 2 ' D 2 3 * # - % 2 1 - $ * @ 2 1 , 3 . - 1 1 ) - # ' * ' - $ 2 3 2 $ I % 2 * # 3 2 % $ * # D $ 7 2 . I ' 2 1 2 $ * # D $ 7 2 . - D - * # I - # '
3 & & # J * 1 1 - 1 . & 3 $ 3 ( % 2 1 , 6 % & ' ( ) 2 . - # , & > $ 7 & 3 2 ( # > & % $ ( # - $ 2 2 @ 2 # $ 3 :
d _ l R < 7 2 D % - 6 7 ' 2 ) & . 6 & 3 * $ * & # * 3 ( 3 2 ' $ & 6 % 2 @ 2 # $ $ 7 2 ( # ' 2 3 * % - 0 1 2 0 2 7 - @ * & % ' 2 3 ) % * 0 2 '
- 0 & @ 2 : " > - 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ 2 ' D 2 � * 3 ' 2 1 2 $ 2 ' > % & . - $ % 2 2 - $ 3 & . 2 1 2 @ 2 1 ä I % - # ' & . 3 - . 6 1 * # D
* 3 ( 3 2 ' $ & = ( * ) K 1 , O # ' - % 2 6 1 - ) 2 . 2 # $ > & % � - $ $ 7 - $ 1 2 @ 2 1 : " > % - # ' & . 3 - . 6 1 * # D 3 ( ) ) 2 2 ' 3 I
$ 7 2 $ % 2 2 * 3 % 2 ) & # # 2 ) $ 2 ' - $ 1 2 @ 2 1 ä : " > % - # ' & . 3 - . 6 1 * # D > - * 1 3 I $ 7 2 2 ' D 2 3 $ 7 - $ ) - # % 2 6 1 - ) 2 �
* # 1 2 @ 2 1 ä > & % . J * $ 7 7 * D 7 6 % & 0 - 0 * 1 * $ , - 3 6 - % 3 2 ) ( $ : < 7 2 3 2 2 ' D 2 3 - % 2 . & @ 2 ' $ & 1 2 @ 2 1 ä Ú 8
- # ' $ 7 2 3 - . 2 6 % & ) 2 ' ( % 2 * 3 - 6 6 1 * 2 ' % 2 ) ( % 3 * @ 2 1 , & # 1 2 @ 2 1 ä Ú 8 :

FACT
¦ � R r w 2 # f * # D 2 % - # ' ¨ * # D § 3 < 7 2 & % 2 . s v w 2 ¨ * x x { M 2 $ Ì 0 2 - D % - 6 7 J * $ 7 Ó å 2 ' D 2 3 - # '
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� @ 2 % $ * ) 2 3 3 ( 0 N 2 ) $ $ & 2 ' D 2 ' 2 1 2 $ * & # 3 & # 1 , : S 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ & > Ì ) - # 0 2 . - * # $ - * # 2 ' * #
� r 1 & D Õ � s 2 t 6 2 ) $ 2 ' - . & % $ * f 2 ' $ * . 2 6 2 % ' 2 1 2 $ * & # I * > $ 7 2 % 2 - % 2 - $ 1 2 - 3 $ æ r Ó å s ' 2 1 2 $ * & # 3 :
< 7 2 $ * . 2 6 2 % = ( 2 % , * 3 � r 1 & D � s :

10.2.2 Connectivity
" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # J 2 D * @ 2 - 7 * D 7 1 2 @ 2 1 ' 2 3 ) % * 6 $ * & # & > $ 7 2 > - 3 $ 2 3 $ ' 2 $ 2 % . * # * 3 $ * ) - 1 D & n

% * $ 7 . > & % $ 7 2 > ( 1 1 , ' , # - . * ) ) & # # 2 ) $ * @ * $ , 6 % & 0 1 2 . * # ( # ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 v w & + 2 < 7 9 8 { R
$ 7 2 - 1 D & % * $ 7 . I ' ( 2 $ & w & 1 . I ' 2 M * ) 7 $ 2 # 0 2 % D - # ' < 7 & % ( 6 I - # 3 J 2 % 3 ) & # # 2 ) $ * @ * $ , = ( 2 % * 2 3
* # � r 1 & D � Ø 1 & D 1 & D � s J & % 3 $ n ) - 3 2 % ( # # * # D $ * . 2 J 7 * 1 2 3 ( 6 6 & % $ * # D 2 ' D 2 * # 3 2 % $ * & # 3 - # ' ' 2 1 2 n
$ * & # 3 * # � r 1 & D � � s - . & % $ * f 2 ' $ * . 2 :

REMARKS
d _ q R C * . * 1 - % 1 , $ & $ 2 % - # ' & . * f 2 ' - 1 D & % * $ 7 . * # v w 2 ¨ * x x { I $ 7 2 ' 2 $ 2 % . * # * 3 $ * ) - 1 D & % * $ 7 .
* # v w & + 2 < 7 9 8 { . - * # $ - * # 3 - 3 6 - # # * # D > & % 2 3 $ à & > $ 7 2 ' , # - . * ) - 1 1 , ) 7 - # D * # D D % - 6 7 Ì : S 3
- 0 & @ 2 I J 2 J * 1 1 % 2 > 2 % $ & $ 7 2 2 ' D 2 3 * # à - 3 � � � � � i � � 	 :

FACTS
¦ Q � R M 2 $ � 0 2 - $ % 2 2 2 ' D 2 & > > & % 2 3 $ à I - # ' 1 2 $ � 0 2 $ 7 2 $ % 2 2 & > à ) & # $ - * # * # D * $ : g 7 2 #
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% * $ 7 . 3 3 ( 6 6 & % $ D % - 6 7 ( 6 ' - $ 2 3 * # = ( - ' % - $ * ) r & % # 2 - % n = ( - ' % - $ * ) s $ * . 2 - # ' % 2 - ) 7 - 0 * 1 * $ ,
= ( 2 % * 2 3 * # ) & # 3 $ - # $ $ * . 2 v + 2 " $ 9 9 I ¨ * x x { : " # $ 7 2 3 2 ) & # ' 6 % & 0 1 2 . I J 2 J * 3 7 $ & . - * # $ - * #
* # > & % . - $ * & # - 0 & ( $ 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 * # - ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 ( 0 N 2 ) $ $ & * # 3 2 % $ * & # - # ' ' 2 1 2 $ * & #
& > 2 ' D 2 3 I & % ( 6 ' - $ 2 3 & > 2 ' D 2 J 2 * D 7 $ 3 : C * . * 1 - % 1 , $ & ' , # - . * ) $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 I $ 7 * 3 ) - #
0 2 ' & # 2 * # # 2 - % n = ( - ' % - $ * ) $ * . 2 6 2 % ( 6 ' - $ 2 - # ' & 6 $ * . - 1 $ * . 2 6 2 % = ( 2 % , v + 2 " $ 9 A { :

10.2.4 General Techniques for Directed Graphs
" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # J 2 ' * 3 ) ( 3 3 $ 7 2 . - * # $ 2 ) 7 # * = ( 2 3 ( 3 2 ' $ & 3 & 1 @ 2 ' , # - . * ) 6 - $ 7 6 % & 0 1 2 . 3

& # ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 : g 2 O % 3 $ - ' ' % 2 3 3 ) & . 0 * # - $ & % * - 1 - # ' - 1 D 2 0 % - * ) 6 % & 6 2 % $ * 2 3 I - # ' $ 7 2 #
J 2 ) & # 3 * ' 2 % 3 & . 2 2 e ) * 2 # $ ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 3 I J 7 * ) 7 - % 2 ( 3 2 ' - 3 0 ( * 1 ' * # D 0 1 & ) K 3 * # ' 2 3 * D # * # D
' , # - . * ) - 1 D & % * $ 7 . 3 > & % $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 - # ' 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 :

Path Problems and Kleene Closures/ - $ 7 6 % & 0 1 2 . 3 3 ( ) 7 - 3 $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 - # ' 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 - % 2 $ * D 7 $ 1 , % 2 1 - $ 2 ' $ &
. - $ % * t 3 ( . - # ' . - $ % * t . ( 1 $ * 6 1 * ) - $ * & # & @ 2 % - ) 1 & 3 2 ' 3 2 . * % * # D r 3 2 2 v ? & M 2 H * C $ 9 8 { > & % . & % 2
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' 2 $ - * 1 3 s : " # 6 - % $ * ) ( 1 - % I $ 7 2 $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 & > - ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 ) - # 0 2 & 0 $ - * # 2 ' > % & . $ 7 2
- ' N - ) 2 # ) , . - $ % * t & > $ 7 2 D % - 6 7 @ * - & 6 2 % - $ * & # 3 & # $ 7 2 3 2 . * % * # D & > � & & 1 2 - # . - $ % * ) 2 3 I $ 7 - $
J 2 ' 2 # & $ 2 0 , � Ú ± î ± 9 ± 8 � : " # $ 7 * 3 ) - 3 2 I Ú - # ' î ' 2 # & $ 2 $ 7 2 ( 3 ( - 1 3 ( . - # ' . ( 1 $ * 6 1 * ) - $ * & #
& @ 2 % � & & 1 2 - # . - $ % * ) 2 3 :

FACT
¦ _ j R M 2 $ Ì Í r � ± Î s 0 2 - ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 - # ' 1 2 $ � � r Ì s 0 2 $ 7 2 r % 2 Ë 2 t * @ 2 s $ % - # 3 * $ * @ 2
) 1 & 3 ( % 2 & > Ì : " > � * 3 $ 7 2 � & & 1 2 - # - ' N - ) 2 # ) , . - $ % * t & > Ì I $ 7 2 # $ 7 2 � & & 1 2 - # - ' N - ) 2 # ) ,
. - $ % * t & > � � r Ì s * 3 $ 7 2 ¨ 1 2 2 # 2 ) 1 & 3 ( % 2 & > � & # $ 7 2 � Ú ± î ± 9 ± 8 � � & & 1 2 - # 3 2 . * % * # D R

� � Í � � ��
ã � å

� ã è

REMARK
d h _ R C * . * 1 - % 1 , I 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 ' * 3 $ - # ) 2 3 * # - ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 J * $ 7 % 2 - 1 n @ - 1 ( 2 ' 2 ' D 2
J 2 * D 7 $ 3 ) - # 0 2 & 0 $ - * # 2 ' > % & . $ 7 2 J 2 * D 7 $ . - $ % * t & > $ 7 2 D % - 6 7 @ * - & 6 2 % - $ * & # 3 & # $ 7 2 3 2 . * % n
* # D & > % 2 - 1 n @ - 1 ( 2 ' . - $ % * ) 2 3 I $ 7 - $ J 2 ' 2 # & $ 2 0 , � � ± � ± � � I & % . & % 2 3 * . 6 1 , 0 , � . * # ± Ú � :

NOTATIONw 2 % 2 I � * 3 $ 7 2 3 2 $ & > % 2 - 1 @ - 1 ( 2 3 - # ' � - # ' � - % 2 ' 2 O # 2 ' - 3 > & 1 1 & J 3 : 5 * @ 2 # $ J &
% 2 - 1 n @ - 1 ( 2 ' . - $ % * ) 2 3 � - # ' � I � Í � � � * 3 $ 7 2 . - $ % * t 6 % & ' ( ) $ 3 ( ) 7 $ 7 - $ � v Ù ± � { Í
. * # �  !  � � � v Ù ± " { Ú � v " ± � { � - # ' # Í � � � * 3 $ 7 2 . - $ % * t 3 ( . 3 ( ) 7 $ 7 - $ # v Ù ± � { Í
. * # � � v Ù ± � { ± � v Ù ± � { � : g 2 - 1 3 & ' 2 # & $ 2 0 , � � $ 7 2 6 % & ' ( ) $ � � � - # ' 0 , � � v Ù ± � { 2 # $ % ,
r Ù ± � s & > . - $ % * t � � :

FACT
¦ _ k R M 2 $ Ì Í r � ± Î s 0 2 - J 2 * D 7 $ 2 ' ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 J * $ 7 # & # 2 D - $ * @ 2 n 1 2 # D $ 7 ) , ) 1 2 3 :
" > � * 3 - J 2 * D 7 $ . - $ % * t 3 ( ) 7 $ 7 - $ � v Ù ± � { * 3 $ 7 2 J 2 * D 7 $ & > 2 ' D 2 r Ù ± � s * # Ì I $ 7 2 # $ 7 2
' * 3 $ - # ) 2 . - $ % * t & > Ì * 3 $ 7 2 ¨ 1 2 2 # 2 ) 1 & 3 ( % 2 & > � & # $ 7 2 � � ± � ± � � 3 2 . * % * # D R

� � Í � � �$
ã � å

� ã è

APPROACHg 2 # & J 0 % * 2 Ë , % 2 ) - 1 1 $ J & J 2 1 1 n K # & J # . 2 $ 7 & ' 3 > & % ) & . 6 ( $ * # D $ 7 2 ¨ 1 2 2 # 2 ) 1 & 3 ( % 2 � � & >� : " # $ 7 2 > & 1 1 & J * # D I J 2 - 3 3 ( . 2 $ 7 - $ � * 3 - # � % � . - $ % * t :& � � � � � � ¤ á � � P � � � á � � � � � � � � � S 3 * . 6 1 2 . 2 $ 7 & ' $ & ) & . 6 ( $ 2 � � I 0 - 3 2 ' & # % 2 6 2 - $ 2 '
3 = ( - % * # D I % 2 = ( * % 2 3 � r � ' î 1 & D � s J & % 3 $ n ) - 3 2 $ * . 2 I J 7 2 % 2 � r � ' s * 3 $ 7 2 $ * . 2 % 2 = ( * % 2 ' > & %
) & . 6 ( $ * # D $ 7 2 6 % & ' ( ) $ & > $ J & . - $ % * ) 2 3 & @ 2 % - ) 1 & 3 2 ' 3 2 . * % * # D :

FACT
¦ _ l R < 7 2 . 2 $ 7 & ' 6 2 % > & % . 3 1 & D � � 3 ( . 3 - # ' 6 % & ' ( ) $ 3 & > $ 7 2 > & % . � ã ÿ � Í � ã Ú � �ã I
J 7 2 % 2 � Í � å - # ' � � Í � 
 � �  � :
d � � £ � � � ¼ � P � � � á � � � � � � � � � S # & $ 7 2 % . 2 $ 7 & ' I ' ( 2 $ & B ( # % & v B ( y 8 { I * 3 0 - 3 2 ' & # -
+ * @ * ' 2 - # ' ? & # = ( 2 % 3 $ % - $ 2 D , - # ' ) & . 6 ( $ 2 3 � � * # � r � ' s J & % 3 $ n ) - 3 2 $ * . 2 :
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FACT
¦ _ q R B ( # % & & 0 3 2 % @ 2 ' $ 7 - $ I * > J 2 6 - % $ * $ * & # � * # > & ( % 3 ( 0 . - $ % * ) 2 3 � I � I # I � & > 3 * f 2
� Ø ; % � Ø ; r ) & # 3 * ' 2 % 2 ' * # ) 1 & ) K J * 3 2 & % ' 2 % s I - # ' � � 3 * . * 1 - % 1 , * # > & ( % 3 ( 0 . - $ % * ) 2 3 Î I
à I ( I Ì & > 3 * f 2 � Ø ; % � Ø ; I $ 7 2 # � � * 3 ' 2 O # 2 ' % 2 ) ( % 3 * @ 2 1 , - ) ) & % ' * # D $ & $ 7 2 > & 1 1 & J * # D
2 = ( - $ * & # 3 R

Î Í r � Ú � # � � s �
à Í Î � # �
Ì Í # � � Î( Í # � Ú # � � Î � # �

REMARK
d h h R C ( % 6 % * 3 * # D 1 , I ( 3 * # D $ 7 * 3 ' 2 ) & . 6 & 3 * $ * & # $ 7 2 ) & 3 $ & > ) & . 6 ( $ * # D � � 3 $ - % $ * # D > % & .� * 3 - 3 , . 6 $ & $ * ) - 1 1 , $ 7 2 3 - . 2 - 3 $ 7 2 ) & 3 $ & > . ( 1 $ * 6 1 , * # D $ J & . - $ % * ) 2 3 & @ 2 % - ) 1 & 3 2 '
3 2 . * % * # D :

Uniform Paths
" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # J 2 - ' ' % 2 3 3 3 & . 2 ) & . 0 * # - $ & % * - 1 6 % & 6 2 % $ * 2 3 & > 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 * # ' * n

% 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 $ 7 - $ 7 - @ 2 0 2 2 # % 2 ) 2 # $ 1 , ' * 3 ) & @ 2 % 2 ' 0 , + 2 . 2 $ % 2 3 ) ( - # ' " $ - 1 * - # & v + 2 " $ 9 A { :
" # 6 - % $ * ) ( 1 - % I J 2 ) & # 3 * ' 2 % 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 - 3 - 3 6 2 ) * - 1 ) - 3 2 & > - 0 % & - ' 2 % ) 1 - 3 3 & > 6 - $ 7 3
) - 1 1 2 ' � � � � � � � � � � � 	 :

DEFINITION
P Q � R S 6 - $ 7 ) * # - D % - 6 7 * 3 � � � � � � � * > 2 @ 2 % , 6 % & 6 2 % 3 ( 0 6 - $ 7 & > ) * 3 - 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 :

REMARKS

d h j R S 3 - # - 1 $ 2 % # - $ * @ 2 2 = ( * @ - 1 2 # $ ' 2 O # * $ * & # I - 6 - $ 7 ) * + * 3 ( # * > & % . * # - D % - 6 7 * > 2 @ 2 % ,
2 ' D 2 r ° ± ² s * # ) * + 3 - $ * 3 O 2 3 $ 7 2 % 2 1 - $ * & # , * ñ Ú ÷ ñ ó Ú , ó + Í ÷ r ) * + s I J 7 2 % 2 , * + ' 2 # & $ 2 3 $ 7 2
' * 3 $ - # ) 2 0 2 $ J 2 2 # @ 2 % $ 2 t Ù - # ' @ 2 % $ 2 t � * # $ 7 2 D % - 6 7 I ÷ ñ ó * 3 $ 7 2 J 2 * D 7 $ & > 2 ' D 2 r ° ± ² s I - # '
÷ r ) * + s * 3 $ 7 2 J 2 * D 7 $ & > ) * + : < 7 * 3 - ) ) & ( # $ 3 > & % $ 7 2 $ 2 % . * # & 1 & D , ( 3 2 ' * # + 2 O # * $ * & # + 8 x :
d h k R " $ * 3 # & $ ' * e ) ( 1 $ $ & 6 % & @ 2 $ 7 - $ $ 7 2 # ( . 0 2 % & > ( # * > & % . 6 - $ 7 3 $ 7 - $ . - , ) 7 - # D 2 ' ( 2
$ & - # 2 ' D 2 J 2 * D 7 $ ( 6 ' - $ 2 * 3 � r � � s * > ( 6 ' - $ 2 3 - % 2 6 - % $ * - 1 1 , ' , # - . * ) I * : 2 : I * # ) % 2 - 3 2 n & # 1 ,
& % ' 2 ) % 2 - 3 2 n & # 1 , :

< & ) 7 - % - ) $ 2 % * f 2 7 & J ( # * > & % . 6 - $ 7 3 ) 7 - # D 2 * # - > ( 1 1 , ' , # - . * ) D % - 6 7 I J 2 ) & # 3 * ' 2 %
$ 7 2 # & $ * & # 3 & > � � 	 � � � � 
 � � 	 � � � � � 	 � � � � � - # ' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :

DEFINITIONS
P _ � R S � � 	 � � � � 
 � � 	 � � � � � 	 � � � � � * 3 - 6 - $ 7 $ 7 - $ 7 - 3 0 2 2 # - 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 - $ 3 & . 2 6 & * # $
' ( % * # D $ 7 2 3 2 = ( 2 # ) 2 & > ( 6 ' - $ 2 3 I - # ' # & # 2 & > * $ 3 2 ' D 2 3 7 - @ 2 0 2 2 # ( 6 ' - $ 2 ' 3 * # ) 2 $ 7 2 # :
4 3 * # D $ 7 * 3 # & $ * & # J 2 ) - # ' 2 O # 2 - 3 ( 6 2 % 3 2 $ & > ( # * > & % . 6 - $ 7 3 $ 7 - $ - % 2 ) - 1 1 2 ' � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � 	 :
P _ Q R S 6 - $ 7 ) * # - D % - 6 7 * 3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � * > 2 @ 2 % , 6 % & 6 2 % 3 ( 0 6 - $ 7 & > ) * 3 -
7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 :
< 7 2 > & 1 1 & J * # D 1 2 . . - - ' ' % 2 3 3 2 3 $ 7 2 % 2 1 - $ * & # 3 7 * 6 0 2 $ J 2 2 # 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 I ( # * > & % . 6 - $ 7 3 I
7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 I - # ' 6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . 6 - $ 7 3 * # - ' , # - . * ) D % - 6 7 R



Section 10.2 Dynamic Graph Algorithms 19

FACT

¦ _ � R r + 2 . 2 $ % 2 3 ) ( - # ' " $ - 1 * - # & v + 2 " $ 9 A { s " > J 2 ' 2 # & $ 2 0 , Ï Ö I - Ö I ( Ï Ö I - # ' Ö - Ö
% 2 3 6 2 ) $ * @ 2 1 , $ 7 2 3 2 $ 3 & > 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 I ( # * > & % . 6 - $ 7 3 I 7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 I - # '
6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . 6 - $ 7 3 * # - D % - 6 7 I $ 7 2 # - $ - # , $ * . 2 $ 7 2 > & 1 1 & J * # D * # ) 1 ( 3 * & # 3 7 & 1 ' R
Ï Ö . - Ö . Ö - Ö - # ' Ï Ö . ( Ï Ö . Ö - Ö :

REMARK

d h l R / & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . 6 - $ 7 3 2 t 7 * 0 * $ 3 $ % & # D ) & . 0 * # - $ & % * - 1 6 % & 6 2 % $ * 2 3 * # D % - 6 7 3 3 ( 0 n
N 2 ) $ $ & r > ( 1 1 , s ' , # - . * ) ( 6 ' - $ 2 3 : " # 6 - % $ * ) ( 1 - % I * $ * 3 6 & 3 3 * 0 1 2 $ & 6 % & @ 2 $ 7 - $ $ 7 2 # ( . 0 2 % & >
6 - $ 7 3 $ 7 - $ 0 2 ) & . 2 6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . * # - D % - 6 7 - $ 2 - ) 7 2 ' D 2 J 2 * D 7 $ ( 6 ' - $ 2 ' 2 6 2 # ' 3
& # $ 7 2 # ( . 0 2 % & > 7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 * # $ 7 2 D % - 6 7 :

FACT

¦ _ � R r + 2 . 2 $ % 2 3 ) ( - # ' " $ - 1 * - # & v + 2 " $ 9 A { s M 2 $ Ì 0 2 - D % - 6 7 3 ( 0 N 2 ) $ $ & - 3 2 = ( 2 # ) 2 & >
( 6 ' - $ 2 & 6 2 % - $ * & # 3 : " > - $ - # , $ * . 2 $ 7 % & ( D 7 & ( $ $ 7 2 3 2 = ( 2 # ) 2 & > ( 6 ' - $ 2 3 $ 7 2 % 2 - % 2 - $ . & 3 $
� r " s 7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 0 2 $ J 2 2 # 2 - ) 7 6 - * % & > @ 2 % $ * ) 2 3 I $ 7 2 # $ 7 2 - . & % $ * f 2 ' # ( . 0 2 %
& > 6 - $ 7 3 $ 7 - $ 0 2 ) & . 2 6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . - $ 2 - ) 7 ( 6 ' - $ 2 * 3 � r " � � s :

REMARK

d h q R < & K 2 2 6 ) 7 - # D 2 3 * # 6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . 6 - $ 7 3 3 . - 1 1 I * $ * 3 $ 7 2 # ' 2 3 * % - 0 1 2 $ & 7 - @ 2
- 3 > 2 J 7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 - 3 6 & 3 3 * 0 1 2 : " # ' 2 2 ' I * $ * 3 6 & 3 3 * 0 1 2 $ & $ % - # 3 > & % . 2 @ 2 % ,
( 6 ' - $ 2 3 2 = ( 2 # ) 2 * # $ & - 3 1 * D 7 $ 1 , 1 & # D 2 % 2 = ( * @ - 1 2 # $ 3 2 = ( 2 # ) 2 $ 7 - $ D 2 # 2 % - $ 2 3 & # 1 , - > 2 J
7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 : " # 6 - % $ * ) ( 1 - % I $ 7 2 % 2 2 t * 3 $ 3 - 3 * . 6 1 2 	 � � � � � � � � 3 $ % - $ 2 D , $ 7 - $ I
D * @ 2 # - # , ( 6 ' - $ 2 3 2 = ( 2 # ) 2 / & > 1 2 # D $ 7 Ä I 6 % & ' ( ) 2 3 - # & 6 2 % - $ * & # - 1 1 , 2 = ( * @ - 1 2 # $ 3 2 = ( 2 # ) 2
à r / s & > 1 2 # D $ 7 � r Ä 1 & D Ä s $ 7 - $ , * 2 1 ' 3 & # 1 , � r 1 & D Ä s 7 * 3 $ & % * ) - 1 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 0 2 $ J 2 2 # 2 - ) 7
6 - * % & > @ 2 % $ * ) 2 3 * # $ 7 2 D % - 6 7 : g 2 % 2 > 2 % $ 7 2 * # $ 2 % 2 3 $ 2 ' % 2 - ' 2 % $ & v + 2 " $ 9 A { > & % - ' 2 $ - * 1 2 '
' 2 3 ) % * 6 $ * & # & > $ 7 * 3 3 . & & $ 7 * # D 3 $ % - $ 2 D , : S ) ) & % ' * # D $ & ~ - ) $ ~ ; x I $ 7 * 3 $ 2 ) 7 # * = ( 2 * . 6 1 * 2 3
$ 7 - $ & # 1 , � r � � 1 & D Ä s 6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . 6 - $ 7 3 ) 7 - # D 2 - $ 2 - ) 7 2 ' D 2 J 2 * D 7 $ ( 6 ' - $ 2 * #
$ 7 2 3 . & & $ 7 2 ' 3 2 = ( 2 # ) 2 à r / s :

d h � R S 3 2 1 - 0 & % - $ 2 ' * # v + 2 " $ 9 A { I 6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . 6 - $ 7 3 ) - # 0 2 . - * # $ - * # 2 ' @ 2 % ,
2 e ) * 2 # $ 1 , : C * # ) 2 0 , ~ - ) $ ~ ; z 6 & $ 2 # $ * - 1 1 , ( # * > & % . 6 - $ 7 3 * # ) 1 ( ' 2 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 I $ 7 * 3
, * 2 1 ' 3 $ 7 2 > - 3 $ 2 3 $ K # & J # - 1 D & % * $ 7 . > & % > ( 1 1 , ' , # - . * ) - 1 1 6 - * % 3 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 :

Long Paths Property" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # J 2 ' * 3 ) ( 3 3 - # * # $ ( * $ * @ 2 ) & . 0 * # - $ & % * - 1 6 % & 6 2 % $ , & > 1 & # D 6 - $ 7 3 : } - . 2 1 , I
* > J 2 6 * ) K - 3 ( 0 3 2 $ Ï & > @ 2 % $ * ) 2 3 - $ % - # ' & . > % & . - D % - 6 7 Ì I $ 7 2 # - 3 ( e ) * 2 # $ 1 , 1 & # D 6 - $ 7
J * 1 1 * # $ 2 % 3 2 ) $ Ï J * $ 7 7 * D 7 6 % & 0 - 0 * 1 * $ , : < 7 * 3 ) - # 0 2 @ 2 % , ( 3 2 > ( 1 * # O # ' * # D - 1 & # D 6 - $ 7 0 ,
( 3 * # D 3 7 & % $ 3 2 - % ) 7 2 3 :

REMARK

d h � R < & $ 7 2 0 2 3 $ & > & ( % K # & J 1 2 ' D 2 I $ 7 2 1 & # D 6 - $ 7 3 6 % & 6 2 % $ , J - 3 O % 3 $ D * @ 2 # * # v 5 % ¨ # z ; { I
- # ' 1 - $ 2 % & # * $ 7 - 3 0 2 2 # ( 3 2 ' . - , $ * . 2 3 * # ' 2 3 * D # * # D 2 e ) * 2 # $ - 1 D & % * $ 7 . 3 > & % $ % - # 3 * $ * @ 2
) 1 & 3 ( % 2 - # ' 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 r 3 2 2 2 : D : I v + 2 " $ 9 8 I ¨ * x x I 4 1 0 - x 8 I 1 J x z { s :
< 7 2 > & 1 1 & J * # D $ 7 2 & % 2 . * 3 > % & . v 4 1 0 - x 8 { :
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FACT

¦ h � R r 4 1 1 . - # - # ' 0 - # # - K - K * 3 v 4 1 0 - x 8 { s M 2 $ Ï . � 0 2 - 3 2 $ & > @ 2 % $ * ) 2 3 ) 7 & 3 2 # ( # * n
> & % . 1 , - $ % - # ' & . : < 7 2 # $ 7 2 6 % & 0 - 0 * 1 * $ , $ 7 - $ - D * @ 2 # 3 * . 6 1 2 6 - $ 7 7 - 3 - 3 2 = ( 2 # ) 2 & > . & % 2
$ 7 - # r Ý � 1 & D � s Ø 2 Ï 2 @ 2 % $ * ) 2 3 I # & # 2 & > J 7 * ) 7 - % 2 > % & . Ï I > & % - # , Ý ý 9 I * 3 I > & % 3 ( e ) * 2 # $ 1 ,
1 - % D 2 � I 0 & ( # ' 2 ' 0 , ; � 3 4 > & % 3 & . 2 6 & 3 * $ * @ 2 5 :

REMARK

d j � R S 3 3 7 & J # * # v 1 J x z { I * $ * 3 6 & 3 3 * 0 1 2 $ & ) 7 & & 3 2 3 2 $ Ï ' 2 $ 2 % . * # * 3 $ * ) - 1 1 , 0 , - % 2 ' ( ) $ * & #
$ & - 7 * $ $ * # D 3 2 $ 6 % & 0 1 2 . v ? 7 y x I M & y F { : S 3 * . * 1 - % $ 2 ) 7 # * = ( 2 7 - 3 - 1 3 & 0 2 2 # ( 3 2 ' * # v ¨ * x x { :

Reachability Trees" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # J 2 ) & # 3 * ' 2 % - $ % 2 2 ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 $ 7 - $ 7 - 3 0 2 2 # J * ' 2 1 , ( 3 2 ' $ & 3 & 1 @ 2
' , # - . * ) 6 - $ 7 6 % & 0 1 2 . 3 & # ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 :

REMARKS

d j Q R < 7 2 O % 3 $ - 6 6 2 - % - # ) 2 & > $ 7 * 3 $ & & 1 ' - $ 2 3 0 - ) K $ & 8 x z 8 I J 7 2 # | @ 2 # - # ' C 7 * 1 & - ) 7
3 7 & J 2 ' 7 & J $ & . - * # $ - * # - 0 % 2 - ' $ 7 n O % 3 $ $ % 2 2 & > - # ( # ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 ( # ' 2 % - # , 3 2 = ( 2 # ) 2
& > 2 ' D 2 ' 2 1 2 $ * & # 3 v | @ C 7 z 8 { ¹ $ 7 2 , ( 3 2 ' $ 7 * 3 - 3 - K 2 % # 2 1 > & % ' 2 ) % 2 . 2 # $ - 1 ) & # # 2 ) $ * @ * $ , & #
( # ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 :
d j _ R M - $ 2 % & # I w 2 # f * # D 2 % - # ' ¨ * # D v w 2 ¨ * x x { 3 7 & J 2 ' 7 & J $ & - ' - 6 $ $ 7 * 3 ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2
$ & > ( 1 1 , ' , # - . * ) $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 * # ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 :
d j h R ¨ * # D v ¨ * x x { ' 2 3 * D # 2 ' - # 2 t $ 2 # 3 * & # & > $ 7 * 3 $ % 2 2 ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 $ & J 2 * D 7 $ 2 ' ' * % 2 ) $ 2 '
D % - 6 7 3 > & % 3 & 1 @ * # D > ( 1 1 , ' , # - . * ) - 1 1 6 - * % 3 3 7 & % $ 2 3 $ 6 - $ 7 3 :

PROBLEM" # $ 7 2 ( # J 2 * D 7 $ 2 ' ' * % 2 ) $ 2 ' @ 2 % 3 * & # I $ 7 2 D & - 1 * 3 $ & . - * # $ - * # * # > & % . - $ * & # - 0 & ( $ 0 % 2 - ' $ 7 n
O % 3 $ 3 2 - % ) 7 r � ~ C s & # - ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 Ì ( # ' 2 % D & * # D ' 2 1 2 $ * & # 3 & > 2 ' D 2 3 : " # 6 - % $ * ) ( 1 - % I
* # $ 7 2 ) & # $ 2 t $ & > ' , # - . * ) 6 - $ 7 6 % & 0 1 2 . 3 I J 2 - % 2 * # $ 2 % 2 3 $ 2 ' * # . - * # $ - * # * # D � ~ C $ % 2 2 3 & >
' 2 6 $ 7 ( 6 $ & , I J * $ 7 , � � : 5 * @ 2 # - ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 Ì Í r � ± Î s - # ' - @ 2 % $ 2 t Å 6 � I J 2
J & ( 1 ' 1 * K 2 $ & 3 ( 6 6 & % $ - # , * # $ 2 % . * t 2 ' 3 2 = ( 2 # ) 2 & > $ 7 2 > & 1 1 & J * # D & 6 2 % - $ * & # 3 R

DEFINITIONS

P _ _ R 7 ¬ Ê ¬ ® ¬ r Ù ± � s R ' 2 1 2 $ 2 2 ' D 2 r Ù ± � s > % & . Ì :
P _ h R 8 ¬ 9 ¬ Ê r ° s R % 2 $ ( % # $ 7 2 1 2 @ 2 1 & > @ 2 % $ 2 t ° * # $ 7 2 � ~ C $ % 2 2 & > ' 2 6 $ 7 , % & & $ 2 ' - $ Å
r % 2 $ ( % # Ú : * > ° * 3 # & $ % 2 - ) 7 - 0 1 2 > % & . Å J * $ 7 * # ' * 3 $ - # ) 2 , s :
" # v ¨ * x x { * $ * 3 3 7 & J # 7 & J $ & . - * # $ - * # 2 e ) * 2 # $ 1 , $ 7 2 � ~ C 1 2 @ 2 1 3 I 3 ( 6 6 & % $ * # D - # , 8 ¬ 9 ¬ Ê
& 6 2 % - $ * & # * # ) & # 3 $ - # $ $ * . 2 - # ' - # , 3 2 = ( 2 # ) 2 & > 7 ¬ Ê ¬ ® ¬ & 6 2 % - $ * & # 3 * # � r Ó , s & @ 2 % - 1 1
$ * . 2 R

FACT

¦ h Q R r ¨ * # D v ¨ * x x { s B - * # $ - * # * # D � ~ C 1 2 @ 2 1 3 ( 6 $ & ' 2 6 $ 7 , > % & . - D * @ 2 # % & & $ % 2 = ( * % 2 3
� r Ó , s $ * . 2 * # $ 7 2 J & % 3 $ ) - 3 2 $ 7 % & ( D 7 & ( $ - # , 3 2 = ( 2 # ) 2 & > 2 ' D 2 ' 2 1 2 $ * & # 3 * # - ' * % 2 ) $ 2 '
D % - 6 7 J * $ 7 Ó * # * $ * - 1 2 ' D 2 3 :
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REMARKS
d j j R ~ - ) $ ~ A 8 . 2 - # 3 $ 7 - $ . - * # $ - * # * # D � ~ C 1 2 @ 2 1 3 % 2 = ( * % 2 3 , $ * . 2 3 $ 7 2 $ * . 2 # 2 2 ' 2 '
> & % ) & # 3 $ % ( ) $ * # D $ 7 2 . : C * # ) 2 , � � I J 2 & 0 $ - * # - $ & $ - 1 0 & ( # ' & > � r Ó � s * > $ 7 2 % 2 - % 2 # &
1 * . * $ 3 & # $ 7 2 ' 2 6 $ 7 & > $ 7 2 � ~ C 1 2 @ 2 1 3 :
d j k R S 3 * $ J - 3 3 7 & J # * # v w 2 ¨ * x x I ¨ * x x { I * $ * 3 6 & 3 3 * 0 1 2 $ & 2 t $ 2 # ' $ 7 2 � ~ C ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2
6 % 2 3 2 # $ 2 ' * # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # $ & ' 2 - 1 J * $ 7 J 2 * D 7 $ 2 ' ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 : " # $ 7 * 3 ) - 3 2 I - 3 7 & % $ 2 3 $
6 - $ 7 $ % 2 2 * 3 . - * # $ - * # 2 ' * # 6 1 - ) 2 & > � ~ C 1 2 @ 2 1 3 R - > $ 2 % 2 - ) 7 2 ' D 2 ' 2 1 2 $ * & # & % 2 ' D 2 J 2 * D 7 $
* # ) % 2 - 3 2 I $ 7 2 $ % 2 2 * 3 % 2 ) & # # 2 ) $ 2 ' 0 , 2 3 3 2 # $ * - 1 1 , . * . * ) K * # D + * N K 3 $ % - § 3 - 1 D & % * $ 7 . % - $ 7 2 %
$ 7 - # � ~ C : + 2 $ - * 1 3 ) - # 0 2 > & ( # ' * # v ¨ * x x { :

Matrix Data Structures" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # I J 2 ) & # 3 * ' 2 % . - $ % * t ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 3 > & % K 2 2 6 * # D * # > & % . - $ * & # - 0 & ( $
6 - $ 7 3 * # ' , # - . * ) ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 : S 3 J 2 7 - @ 2 3 2 2 # - 0 & @ 2 r / - $ 7 / % & 0 1 2 . 3 - # ' ¨ 1 2 2 # 2
? 1 & 3 ( % 2 3 s I ¨ 1 2 2 # 2 ) 1 & 3 ( % 2 3 ) - # 0 2 ) & # 3 $ % ( ) $ 2 ' 0 , 2 @ - 1 ( - $ * # D 6 & 1 , # & . * - 1 3 & @ 2 % . - $ % * n
) 2 3 : " $ * 3 $ 7 2 % 2 > & % 2 # - $ ( % - 1 $ & ) & # 3 * ' 2 % ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 3 > & % . - * # $ - * # * # D 6 & 1 , # & . * - 1 3 & >
. - $ % * ) 2 3 3 ( 0 N 2 ) $ $ & ( 6 ' - $ 2 3 & > 2 # $ % * 2 3 I 1 * K 2 $ 7 2 & # 2 * # $ % & ' ( ) 2 ' * # v + 2 " $ 9 9 { :

PROBLEM" # $ 7 2 ) - 3 2 & > � & & 1 2 - # . - $ % * ) 2 3 I $ 7 2 6 % & 0 1 2 . ) - # 0 2 3 $ - $ 2 ' - 3 > & 1 1 & J 3 : M 2 $ Ö 0 2 -
6 & 1 , # & . * - 1 & @ 2 % � % � � & & 1 2 - # . - $ % * ) 2 3 J * $ 7 ) & # 3 $ - # $ ' 2 D % 2 2 I ) & # 3 $ - # $ # ( . 0 2 % & >
$ 2 % . 3 I - # ' @ - % * - 0 1 2 3 � � è è è � ; : g 2 J * 3 7 $ & . - * # $ - * # - ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 > & % Ö 3 ( 0 N 2 ) $ $ &
- # , * # $ 2 % . * t 2 ' 3 2 = ( 2 # ) 2 & > ( 6 ' - $ 2 - # ' = ( 2 % , & 6 2 % - $ * & # 3 & > $ 7 2 > & 1 1 & J * # D K * # ' R

DEFINITIONS
P _ j R ³ ¬ ® ø ª < r ä ± = � ± � > s R 3 2 $ 3 $ & & # 2 $ 7 2 2 # $ % * 2 3 * # $ 7 2 ä n $ 7 % & J & > @ - % * - 0 1 2 � > & >
6 & 1 , # & . * - 1 Ö ) & % % 2 3 6 & # ' * # D $ & & # 2 n @ - 1 ( 2 ' 2 # $ % * 2 3 * # $ 7 2 ä n $ 7 % & J & > . - $ % * t = � :
P _ k R ³ ¬ ® © ª Ê r ä ± = � ± � > s R 3 2 $ 3 $ & & # 2 $ 7 2 2 # $ % * 2 3 * # $ 7 2 ä n $ 7 ) & 1 ( . # & > @ - % * - 0 1 2 � > & >
6 & 1 , # & . * - 1 Ö ) & % % 2 3 6 & # ' * # D $ & & # 2 n @ - 1 ( 2 ' 2 # $ % * 2 3 * # $ 7 2 ä n $ 7 ) & 1 ( . # & > . - $ % * t = � :
P _ l R ø ¬ ? ¬ ® r = � ± � > s R % 2 3 2 $ 3 $ & f 2 % & $ 7 2 2 # $ % * 2 3 & > @ - % * - 0 1 2 � > & > 6 & 1 , # & . * - 1 Ö ) & % % 2 n
3 6 & # ' * # D $ & & # 2 n @ - 1 ( 2 ' 2 # $ % * 2 3 * # . - $ % * t = � :
P _ q R 8 ª ª · @ É r s R % 2 $ ( % # 3 $ 7 2 . - * # $ - * # 2 ' @ - 1 ( 2 & > Ö :

g 2 - ' ' $ & $ 7 2 6 % 2 @ * & ( 3 > & ( % & 6 2 % - $ * & # 3 - > ( % $ 7 2 % ( 6 ' - $ 2 & 6 2 % - $ * & # 2 3 6 2 ) * - 1 1 , ' 2 n
3 * D # 2 ' > & % . - * # $ - * # * # D 6 - $ 7 6 % & 0 1 2 . 3 R
P _ � R 8 ù µ ¸ ³ ¬ ® r = � ± � > s R 3 2 $ 3 $ & 8 $ 7 2 2 # $ % * 2 3 & > @ - % * - 0 1 2 � > & > Ö ) & % % 2 3 6 & # ' * # D $ &
& # 2 n @ - 1 ( 2 ' 2 # $ % * 2 3 * # . - $ % * t = � : w & J 2 @ 2 % I $ 7 2 . - * # $ - * # 2 ' @ - 1 ( 2 & > Ö . * D 7 $ # & $ 0 2
* . . 2 ' * - $ 2 1 , - m 2 ) $ 2 ' 0 , $ 7 * 3 & 6 2 % - $ * & # :

REMARK
d j l R M 2 $ � A 0 2 $ 7 2 ) & % % 2 ) $ @ - 1 ( 2 & > Ö $ 7 - $ J 2 J & ( 1 ' 7 - @ 2 0 , % 2 ) & . 6 ( $ * # D * $ > % & .
3 ) % - $ ) 7 - > $ 2 % 2 - ) 7 ( 6 ' - $ 2 I - # ' 1 2 $ B A 0 2 $ 7 2 - ) $ ( - 1 @ - 1 ( 2 $ 7 - $ J 2 . - * # $ - * # : " > # &8 ù µ ¸ ³ ¬ ® & 6 2 % - $ * & # * 3 2 @ 2 % 6 2 % > & % . 2 ' I $ 7 2 # - 1 J - , 3 B A Í � A : u $ 7 2 % J * 3 2 I B A * 3 # & $
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% 2 @ 2 - 1 # 2 J 8 § 3 * # $ 7 2 . - * # $ - * # 2 ' @ - 1 ( 2 & > Ö I 6 & 3 3 * 0 1 , $ - K * # D * # $ & - ) ) & ( # $ $ 7 2 8 § 3 * # n
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3 2 % $ 2 ' $ 7 % & ( D 7 6 % 2 @ * & ( 3 8 ù µ ¸ ³ ¬ ® & 6 2 % - $ * & # 3 : < 7 * 3 6 % & 6 2 % $ , * 3 ) % ( ) * - 1 > & % ' , # - . * ) 6 - $ 7
6 % & 0 1 2 . 3 :
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- % 2 - # 3 J 2 % 2 ' * # & 6 $ * . - 1 $ * . 2 :
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0 2 1 & J :
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& > . - $ % * ) 2 3 & @ 2 % $ 7 2 � . * # ± Ú � 3 2 . * % * # D : S # , ³ ¬ ® ø ª < I ³ ¬ ® © ª Ê I 8 ù µ ¸ ³ ¬ ® I - # ' ø ¬ ? ¬ ®
& 6 2 % - $ * & # & # @ - % * - 0 1 2 3 & > Ö ) - # 0 2 3 ( 6 6 & % $ 2 ' * # � r # î � � s - . & % $ * f 2 ' $ * . 2 I J 7 2 % 2 #
* 3 $ 7 2 . - t * . ( . # ( . 0 2 % & > ' * m 2 % 2 # $ @ - 1 ( 2 3 - 3 3 ( . 2 ' 0 , 2 # $ % * 2 3 & > @ - % * - 0 1 2 3 ' ( % * # D $ 7 2
3 2 = ( 2 # ) 2 & > & 6 2 % - $ * & # 3 : 8 ª ª · @ É = ( 2 % * 2 3 - % 2 - # 3 J 2 % 2 ' * # & 6 $ * . - 1 $ * . 2 :

10.2.5 Dynamic Transitive Closure
" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # J 2 3 ( % @ 2 , $ 7 2 0 2 3 $ K # & J # - 1 D & % * $ 7 . 3 > & % > ( 1 1 , ' , # - . * ) $ % - # 3 * $ * @ 2

) 1 & 3 ( % 2 : 5 * @ 2 # - ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 Ì J * $ 7 � @ 2 % $ * ) 2 3 - # ' Ó 2 ' D 2 3 I $ 7 2 6 % & 0 1 2 . ) & # 3 * 3 $ 3 & >
3 ( 6 6 & % $ * # D - # , * # $ 2 % . * t 2 ' 3 2 = ( 2 # ) 2 & > & 6 2 % - $ * & # 3 & > $ 7 2 > & 1 1 & J * # D K * # ' R

DEFINITIONS
P _ � R C « ? ¬ Ç ® r ° ± ² s R * # 3 2 % $ 2 ' D 2 r ° ± ² s * # Ì ¹
P h � R 7 ¬ Ê ¬ ® ¬ r ° ± ² s R ' 2 1 2 $ 2 2 ' D 2 r ° ± ² s > % & . Ì ¹
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FACTS
¦ h j R S 3 * . 6 1 2 n . * # ' 2 ' 3 & 1 ( $ * & # $ & $ 7 * 3 6 % & 0 1 2 . ) & # 3 * 3 $ 3 & > . - * # $ - * # * # D $ 7 2 D % - 6 7
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Ó * 3 $ 7 2 ) ( % % 2 # $ # ( . 0 2 % & > 2 ' D 2 3 * # $ 7 2 . - * # $ - * # 2 ' D % - 6 7 :
¦ h k R S # & $ 7 2 % 3 * . 6 1 2 n . * # ' 2 ' 3 & 1 ( $ * & # J & ( 1 ' 0 2 $ & . - * # $ - * # $ 7 2 ¨ 1 2 2 # 2 ) 1 & 3 ( % 2 & > $ 7 2
- ' N - ) 2 # ) , . - $ % * t & > $ 7 2 D % - 6 7 I % 2 0 ( * 1 ' * # D * $ > % & . 3 ) % - $ ) 7 - > $ 2 % 2 - ) 7 ( 6 ' - $ 2 & 6 2 % - $ * & # :
4 3 * # D $ 7 2 % 2 ) ( % 3 * @ 2 ' 2 ) & . 6 & 3 * $ * & # & > B ( # % & v B ( y 8 { ' * 3 ) ( 3 3 2 ' * # C 2 ) $ * & # 8 9 : ; : E r / - $ 7
/ % & 0 1 2 . 3 - # ' ¨ 1 2 2 # 2 ? 1 & 3 ( % 2 3 s - # ' > - 3 $ . - $ % * t . ( 1 $ * 6 1 * ) - $ * & # v ? & g * x 9 { I $ 7 * 3 $ - K 2 3
) & # 3 $ - # $ $ * . 2 6 2 % % 2 - ) 7 - 0 * 1 * $ , = ( 2 % , - # ' � r � G s $ * . 2 6 2 % ( 6 ' - $ 2 I J 7 2 % 2 H � ; è A z * 3 $ 7 2
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) ( % % 2 # $ 0 2 3 $ 2 t 6 & # 2 # $ > & % . - $ % * t . ( 1 $ * 6 1 * ) - $ * & # :

REMARKS
d j � R + 2 3 6 * $ 2 . - # , , 2 - % 3 & > % 2 3 2 - % ) 7 * # $ 7 * 3 $ & 6 * ) I # & 0 2 $ $ 2 % 3 & 1 ( $ * & # $ & $ 7 * 3 6 % & 0 1 2 .
J - 3 K # & J # ( # $ * 1 8 x x F I J 7 2 # w 2 # f * # D 2 % - # ' ¨ * # D v w 2 ¨ * x x { 6 % & 6 & 3 2 ' - % - # ' & . * f 2 ' B & # $ 2
? - % 1 & - 1 D & % * $ 7 . J * $ 7 & # 2 n 3 * ' 2 ' 2 % % & % 3 ( 6 6 & % $ * # D - = ( 2 % , $ * . 2 & > � r � Ø 1 & D � s - # ' - #
- . & % $ * f 2 ' ( 6 ' - $ 2 $ * . 2 & > � r � IÓ å J K L 1 & D � � s I J 7 2 % 2 IÓ * 3 $ 7 2 - @ 2 % - D 2 # ( . 0 2 % & > 2 ' D 2 3 * #
$ 7 2 D % - 6 7 $ 7 % & ( D 7 & ( $ $ 7 2 J 7 & 1 2 ( 6 ' - $ 2 3 2 = ( 2 # ) 2 : C * # ) 2 IÓ ) - # 0 2 - 3 7 * D 7 - 3 � r � � s I
$ 7 2 * % ( 6 ' - $ 2 $ * . 2 * 3 � r � � J � M 1 & D � � s :
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d k � R ¨ * # D - # ' C - D 2 % $ v ¨ * C - x x { 3 7 & J 2 ' 7 & J $ & 3 ( 6 6 & % $ = ( 2 % * 2 3 * # � r 8 s $ * . 2 - # '
( 6 ' - $ 2 3 * # � r � � J � M s $ * . 2 > & % D 2 # 2 % - 1 ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 - # ' � r � � s $ * . 2 > & % ' * % 2 ) $ 2 ' - ) , ) 1 * )
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d k Q R < 7 2 0 & ( # ' 3 & > ¨ * # D - # ' C - D 2 % $ J 2 % 2 > ( % $ 7 2 % * . 6 % & @ 2 ' 0 , ¨ * # D v ¨ * x x { I J 7 &
2 t 7 * 0 * $ 2 ' - ' 2 $ 2 % . * # * 3 $ * ) - 1 D & % * $ 7 . & # D 2 # 2 % - 1 ' * D % - 6 7 3 J * $ 7 � r 8 s = ( 2 % , $ * . 2 - # '
� r � � 1 & D � s - . & % $ * f 2 ' $ * . 2 6 2 % ( 6 ' - $ 2 & 6 2 % - $ * & # 3 I J 7 2 % 2 ( 6 ' - $ 2 3 - % 2 * # 3 2 % $ * & # 3 & > -
3 2 $ & > 2 ' D 2 3 * # ) * ' 2 # $ $ & $ 7 2 3 - . 2 @ 2 % $ 2 t - # ' ' 2 1 2 $ * & # 3 & > - # - % 0 * $ % - % , 3 ( 0 3 2 $ & > 2 ' D 2 3 :
d k _ R 4 3 * # D - ' * m 2 % 2 # $ > % - . 2 J & % K I * # ; 9 9 9 + 2 . 2 $ % 2 3 ) ( - # ' " $ - 1 * - # & v + 2 " $ 9 9 { & 0 $ - * # 2 '
- ' 2 $ 2 % . * # * 3 $ * ) > ( 1 1 , ' , # - . * ) - 1 D & % * $ 7 . $ 7 - $ - ) 7 * 2 @ 2 3 � r � � s - . & % $ * f 2 ' $ * . 2 6 2 % ( 6 ' - $ 2
> & % D 2 # 2 % - 1 ' * % 2 ) $ 2 ' D % - 6 7 3 :
d k h R g 2 # & $ 2 $ 7 - $ 2 - ) 7 ( 6 ' - $ 2 . * D 7 $ ) 7 - # D 2 - 6 & % $ * & # & > $ 7 2 $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 - 3
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King’s
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REMARKS
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d k � R " # 3 2 % $ * & # & > - 0 ( # ) 7 & > 2 ' D 2 3 * # ) * ' 2 # $ $ & - @ 2 % $ 2 t - # ' ' 2 1 2 $ * & # & > - # , 3 ( 0 3 2 $ & >
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J 7 & 3 2 2 ' D 2 3 % 2 6 % 2 3 2 # $ 6 - $ 7 3 & > 1 2 # D $ 7 ( 6 $ & ; ã * # $ 7 2 & % * D * # - 1 D % - 6 7 Ì : < 7 ( 3 I Ì å Í Ì
- # ' Ì 
 � � � * 3 $ 7 2 $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 & > Ì :

FACTS
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@ 2 % $ * ) 2 3 $ 7 - $ % 2 - ) 7 ² 0 , $ % - @ 2 % 3 * # D - $ . & 3 $ $ J & 2 ' D 2 3 * # Ì ã � � : S # 2 ' D 2 r Ù ± � s J * 1 1 0 2 * #
Ì ã * > - # ' & # 1 , * > Ù 6 N O ã r ² s - # ' � 6 � - � ã r ² s > & % 3 & . 2 ² :
¦ h q R < 7 2 ; 1 & D � $ % 2 2 3 N O ã r ² s - # ' � - � ã r ² s - % 2 . - * # $ - * # 2 ' J * $ 7 * # 3 $ - # ) 2 3 & > $ 7 2 � ~ C
$ % 2 2 ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 ) & # 3 * ' 2 % 2 ' * # C 2 ) $ * & # 8 9 : ; : E r < % 2 2 + - $ - C $ % ( ) $ ( % 2 3 s :
¦ h � R < & ( 6 ' - $ 2 $ 7 2 1 2 @ 2 1 3 - > $ 2 % - # * # 3 2 % $ * & # & > 2 ' D 2 3 - % & ( # ' - @ 2 % $ 2 t ² * # Ì I $ 7 2
- 1 D & % * $ 7 . 3 * . 6 1 , % 2 0 ( * 1 ' 3 N O ã r ² s - # ' � - � ã r ² s > & % 2 - ) 7 ä I 8 � ä � 1 & D � I J 7 * 1 2 & $ 7 2 %
$ % 2 2 3 - % 2 # & $ $ & ( ) 7 2 ' : < 7 * 3 . 2 - # 3 $ 7 - $ 3 & . 2 $ % 2 2 3 . * D 7 $ # & $ 0 2 ( 6 $ & ' - $ 2 - > $ 2 % - #
* # 3 2 % $ * & # & 6 2 % - $ * & # : } 2 @ 2 % $ 7 2 1 2 3 3 I - # , 6 - $ 7 * # Ì * 3 % 2 6 % 2 3 2 # $ 2 ' * # - $ 1 2 - 3 $ $ 7 2 * # o & ( $
$ % 2 2 3 % & & $ 2 ' - $ $ 7 2 1 - $ 2 3 $ ( 6 ' - $ 2 ' @ 2 % $ 2 t * # $ 7 2 6 - $ 7 I 3 & $ 7 2 % 2 - ) 7 - 0 * 1 * $ , * # > & % . - $ * & # * 3
) & % % 2 ) $ 1 , . - * # $ - * # 2 ' : < 7 * 3 * ' 2 - * 3 $ 7 2 K 2 , * # D % 2 ' * 2 # $ & > ¨ * # D § 3 - 1 D & % * $ 7 . :
¦ h � R g 7 2 # - # 2 ' D 2 * 3 ' 2 1 2 $ 2 ' > % & . Ì ã I * $ * 3 - 1 3 & ' 2 1 2 $ 2 ' > % & . - # , ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 3N O ã r ² s - # ' � - � ã r ² s $ 7 - $ ) & # $ - * # * $ : < 7 2 * # $ 2 % 2 3 $ 2 ' % 2 - ' 2 % ) - # O # ' > ( % $ 7 2 % ' 2 $ - * 1 3
* # v ¨ * x x { :

Demetrescu and Italiano’s
� r � � s

Update Algorithm
" # $ 7 * 3 3 2 ) $ * & # J 2 - ' ' % 2 3 3 $ 7 2 - 1 D & % * $ 7 . 0 , + 2 . 2 $ % 2 3 ) ( - # ' " $ - 1 * - # & v + 2 " $ 9 9 { :

REMARKS

d k � R < 7 2 - 1 D & % * $ 7 . * 3 0 - 3 2 ' & # $ 7 2 . - $ % * t ' - $ - 3 $ % ( ) $ ( % 2 ) & # 3 * ' 2 % 2 ' * # C 2 ) $ * & # 8 9 : ; : E
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6 2 % ( 6 ' - $ 2 I 3 ( 6 6 & % $ * # D $ 7 2 3 - . 2 D 2 # 2 % - 1 * f 2 ' ( 6 ' - $ 2 & 6 2 % - $ * & # 3 & > ¨ * # D § 3 - 1 D & % * $ 7 . I * : 2 : I
* # 3 2 % $ * & # & > - 0 ( # ) 7 & > 2 ' D 2 3 * # ) * ' 2 # $ $ & - @ 2 % $ 2 t - # ' ' 2 1 2 $ * & # & > - # , 3 ( 0 3 2 $ & > 2 ' D 2 3 * #
$ 7 2 D % - 6 7 J * $ 7 N ( 3 $ & # 2 & 6 2 % - $ * & # :
d l Q R < 7 * 3 * 3 $ 7 2 0 2 3 $ K # & J # ( 6 ' - $ 2 0 & ( # ' > & % > ( 1 1 , ' , # - . * ) $ % - # 3 * $ * @ 2 ) 1 & 3 ( % 2 J * $ 7
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Section 10.2 Dynamic Graph Algorithms 25

NOTATIONM 2 $ � � 0 2 $ 7 2 3 ( 0 3 2 $ & > @ 2 % $ * ) 2 3 & > $ 7 2 D % - 6 7 ) & % % 2 3 6 & # ' * # D $ & $ 7 2 O % 3 $ 7 - 1 > & > * # ' * ) 2 3 & >� I - # ' 1 2 $ � � ) & # $ - * # $ 7 2 % 2 . - * # * # D @ 2 % $ * ) 2 3 :

FACTS
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% 2 ) & % ' 2 ' * # � � : < 7 ( 3 I # 2 * $ 7 2 % � � # & % � � 2 # ) & ' 2 ) & . 6 1 2 $ 2 * # > & % . - $ * & # - 0 & ( $ � � I 0 ( $
$ 7 2 * % 3 ( . ' & 2 3 :
¦ j Q R " # . & % 2 ' 2 $ - * 1 I - 3 3 ( . * # D $ 7 - $ � * 3 ' 2 ) & . 6 & 3 2 ' * # 3 ( 0 n . - $ % * ) 2 3 � I � I � I # - 3
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¦ j _ R < & 3 ( 6 6 & % $ - # * # 3 2 % $ * & # & > 2 ' D 2 3 - % & ( # ' - @ 2 % $ 2 t * # � � I 3 $ % * ) $ ( 6 ' - $ 2 3 - % 2 6 2 % n
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10.2.6 Dynamic Shortest Paths
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REMARKS
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REMARKS
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