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Notazioni

a| = Mod[a] = modulo di a

e /a = Fasel[a] = fase di a

o j=+—1

e s variabile complessa
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La Forma Canonica di Bode

Rappresentazione poli/zeri di una funzione di trasferimento

1 TIp(s — 21) [Te(s? + 2¢wpes + w?2,)

A
) = R TG = ) T (52 + 2Ceiomss + w2e)

con m tale che*
e m = 0 se nessun polo e zero in s =0
e m<0semzeriins=20
e m>05sempoliins=20
Inoltre
e espandendo il denominatore si ottiene un polinomio monico (coefficiente
del fattore di ordine piu elevato in s pari a 1). Cid & sempre possibile
ponendo un eventuale coefficiente diverso da 1 in K’
e K’ non & il guadagno del sistema

*Si noti che non possono essere contemporaneamente presenti poli e zeri in s = 0 in
quanto si suppone che la F(s) abbia numeratore e denominatore coprimi, cioé senza radici
in comune. Per la stessa ipotesi non si possono avere cancellazioni poli/zeri in generale in
F(s).
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La Forma Canonica di Bode

e i termini (s — z) e (s — p;) derivano dalla presenza di
o zeri reali (in s = zp)
o poli reali (in s = p;)

o i termini (52 4 2¢uwyps + w2,) € (52 + 2Cwnzs + w2,)
derivano dalla presenza di
o zeri complessi e coniugati (in s
o poli complessi e coniugati (in s

oy £ 506¢)
Oz ijﬁz)

con, in generale,

— pulsazione naturale wpsx = \/af —+ ﬁf

— coefficiente di smorzamento (s« = —ax/wn« = —a*/\/ozf + 57
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La Forma Canonica di Bode

fattorizzando

s—zp = —2p(1L —1/2zps) = —2zp(1 +1s) con 71, = —1/z
s —pi = —zk(1 — 1/p;s) = —pi(1 +7;5) con 7, = —1/p;

con 7; € 1 costanti di tempo

o L [Tk (—2x) TTe(w?2,) TTR(L + 758) TTe(1 4+ 2¢p/wpes + 52 /w?2,)
s Hz’(_pz’) Hz(w%z> Hz(l + Tis) Hz(l + QCZ/WNZS + 52/‘*‘)7%7;)
o b el 4 78) Te(1 4 2¢g/wnes + 52/wry)
s Hz(l + 7’7;8) Hz(l + QCZ/W’NJZS + Sz/w%z)
con K guadagno generalizzato del sistema

) Tk (=25) TTe(w2))
Hz’(_pi) Hz(w%z)

ottenibile come (per qualsiasi valore di m)

K=K

K = [s""F(s)]
s=0
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La Forma Canonica di Bode

Si noti che

e se il sistema ha zeri in s = 0 (e quindi & privo di poli in s = 0), K non

coincide con il guadagno statico del sistema definito come
F(s) = F(0)
s=0

La presenza degli zeri in s = 0 implica F(0) = 0.

e Se il sistema é privo di poli e zeri in s = 0, K coincide con il guadagno
statico (o in continua) F'(0)

K = F(0)

e Se il sistema & privo di poli e zeri in s = 0 ed é stabile asintoticamente, la
risposta indiciale tende asintoticamente al guadagno statico K = F(0)

e Se il sistema ha zeri in s = 0 ed e stabile asintoticamente, la risposta
indiciale tende asintoticamente al guadagno statico

F(O)=0#K
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La Forma Canonica di Bode della Risposta Armonica

1 T 4 jor) (1 4 2¢pjw/wne + (Gw)?/w?2,)
GG)™ TL(1 + jwr;) [1,(1 + 265w /wnz + (jw)2/w2,)

F(jw) =K

con 4 fattori fondamentali della forma

1.

Fattore costante K (guadagno generalizzato)

. Fattore monomio jw (zero/polo in s = 0)
. Fattore binomio 1 + jwr (zero/polo reale non nullo)

. Fattore trinomio 1 4 2¢jw/wn + (jw)?/w2 (coppia zeri/poli complessi e

coniugati)
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Modulo e Fase

Diagrammi di Bode: rappresentazione grafica del modulo (in dB) e della
fase di F(jw) al variare di w € RT = [0, 4+00)

per ogni fissato w, F(jw) € € pud essere rappresentato

e Parte reale e parte immaginaria I P
L :
F(j3) = Re[F(j)] + jIm[F (j&)] o
e Modulo e Fase &OfaseQO
F(jo) = Mod[F(j@)]e/FaselF (@)l Re

Proprieta della fase:

Fase[F.G] = Fase[F] 4+ Fase[G], Fase [%] = —Fase[F]

non vale per il modulo — si passa al logaritmo del modulo
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Decibel

Il modulo & espresso in decibel (dB)
F(jw)lgg = 2010g10 |F(jw)|

Dalle proprieta del logaritmo

|F.G dB — |F|dB—|-|G|dB |F|dB /'—|—OO se |F|/OO
1
Flde Flas dB
Esempi

s 20Log IxI

100|yg = 40dB
\/i‘dB ~ 3dB

|1|dB — OdB

x dB

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode



Scala logaritmica

Per le ascisse (pulsazioni) si usa una scala logaritmica in base 10 (distanza

di una decade corrisponde a una moltiplicazione per 10)

0.01 0.1 02 03 1 2 3 456789 100
aecade """ é;'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'__’_; _______________________ , 10 W
decade

Vantaggi della scala logaritmica per le ascisse e dei decibel

e rappresentare grandezze (w € modulo) che variano in campi estesi
e facilita nella costruzione del diagramma del modulo in dB di una risposta
armonica data in forma fattorizzata (forma canonica di Bode) a partire

dagli andamenti del modulo in dB dei singoli fattori

e facilita di rappresentare i diagrammi di sistemi in serie (somma dei singoli

diagrammi)

La funzione logig(x), in scala logaritmica per
le ascisse, diventa linearel

20Lag, JxI
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Nel piano complesso

Fattore

(es: K =10e K = —-0.3162)

Modulo

Fase

Fondamenti di Automatica —

Costante K

Im

K<0

K>0

=
o O,
T T

i B G

 Iklaa

10

10°

Pulsazione (rad/s)

10

10

1

(&)

o
I

-100

Fase (deg)

-150

~ K-0

_ K<0

-180

10

Diagrammi di Bode
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10°
Pulsazione (rad/s)

10

10
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Fattore Monomio jw

|jw|qp = 2010g1gw nel piano complesso
|jw|qp = 20x con le ascisse z in scala logaritmica

E—

40

N
o
T

__—~"20dB/dec =

Modulo (dB)
o

Modulo

1

N

o
T

40 -
10

-1
10

10’
Pulsazione (rad/s)

1
10

2
10

100
90

80

60

401

Fase

Fase (deg)

20

-2
10
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Fattore Monomio a Denominatore 1/jw

Dalle proprieta del modulo in dB e della fase

40

20

T~__20dB/dec

Modulo

Modulo (dB)
o

-20

-40
10

10 10° 10

Pulsazione (rad/s)

10

-20F

-40

Fase (deg)

Fase

-60

-80

-90

-100"-
10
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Fattore Binomio a numeratore (1 + jwr)

1+ jwrlyp = 2010910 /1 + w?r2

Approssimazione rispetto alla pulsazione di rottura 1/|r

1 se w<K1/|7|
\/1—|—w27'2 ~
Vw22 se w>> 1/|7]
e quindi
| 0dB se w<1/|7|
11+ jwTlgp =~
20l0g1gw 4+ 2010910 |7| se w > 1/|7|

mentre alla pulsazione di rottura w* = 1/|7|

114 j7/I7| lap = 2010910 V2 ~ 3dB

Si approssima il modulo con due semi-rette.
Andamento del modulo indipendente dal segno di 7
L'andamento della fase dipende invece dal segno di 7

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode

13



Fattore Binomio a numeratore (1 + jwr), 7> 0

T>0
Im
FWT |, T
Nel piano complesso
Re
1
7T>0 1
40 T
%\ S L LN Ut U L S N U A R SN R EE]
Modulo OURERIEE IR IR i
g
s

90
84

Fase

Fase (deg)
&

0 T T S TR S A N U S U S D S A U
Pulsazione (rad/sec)
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Fattore Binomio a denominatore 1/(1 + jwr), 7 >0

Dalle proprieta del modulo in dB e della fase

T>0 1
T
0 17 T
S3dB |t TTrTTTTAT TSI :
10 o L Ce N rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
o | | |
Modulo S of il e R LN ey
fe) : : :
E E E E
8 1o S P T e N
> ¥ ¥ 3
40 g g |
Pulsazione (rad/sec)
T>0 01 0.5 1 10
T T T T
=
Q
°
Fase o
(V)]
©
w

Pulsazione (rad/sec)
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Fattore Binomio a numeratore/denominatore r < 0

Modulo non cambia, fase si

w »
o o

Modulo (dB)
8

10

Fase (deg)

-84

90 -

T<0 1

Pulsazione (rad/sec)

T<0 0.1 05 1 10
ITl Tl |7l ITl

Pulsazione (rad/sec)

Numeratore
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-3dB

Modulo (dB)

Fase (deg)

-
o

-20

-30

-40

90

T<0
Im
1 Re
FJUT [ l
1

N N N | N NN |

T<0

Pulsazione (rad/sec)

0.1 1 10
IT|

45

Pulsazione (rad/sec)

Denominatore

16



Fattore Trinomio a numeratore

Modulo
(Jw)2

’I’L

1+2—( w) + 1— =5+ 20—
Wn

Wn

(.U2 2 w2
J(l -5) ()

Approssimazione rispetto alla pulsazione naturale wy,

‘ 2

I TRINOMIO|

Q

N

2\ 2
(w—2> =%5 se w>wn
\ n

( O0dB se w K wn
I TRINOMIO| ;5

Q

| 40log1gw — 2010g1gws Se w > wr
in w = wp Si ha [ TRINOMIO| = 2|((|

= se (=0 si ha —ocodB, se [(| =0.5si ha 0dB, se |[(| =1 si ha 6dB
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Fattore Trinomio || =1

Si noti che, nel caso ( = +1, le radici del fattore trinomio sono reali coinci-
denti in

radici

{—wn se (=1

wp Se (=1

1i2is+5—22= (1ii>2

wWn, wn wWn
e quindi gli andamenti del modulo e della fase per ( = 4+1 coincidono con
quelli del doppio fattore binomio con pulsazione di rottura

7]

Pertanto in w = wy, il modulo del fattore trinomio, nel caso |{| = 1, vale
2x(3dB) = 6dB Trinomio a numeratore

2 x (—3dB) —6dB Trinomio a denominatore
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Fattore Trinomio

Inoltre se |¢| < 1/+/2 ~ 0.707, il modulo di un fattore trinomio a denominatore

1

OMIO
ha un massimo chiamato picco di risonanza

1
2¢ly1—¢?

in corrispondenza della pulsazione di risonanza w, (coincidente con la pul-
sazione naturale solo per ¢ = 0)

F(jw)| =
F ()l |TRIN

[F(jwr)| =

Wy =wn\/1 —2(2
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Fattore Trinomio a numeratore ¢ > 0

C, Im
(>0
Nel piano complesso ¢, N\ 3> 6> ¢,
C. 1
Re

Modulo
(alvariaredio < (¢ <1)

Modulo (dB)

180
160
140
120
100

Fase o0
(alvariaredi0 < (¢ <1) 0

40
20

Fase (deg)

Pulsazione (rad/sec)
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Fattore Trinomio a denominatore ¢ > 0

Dalle proprieta del modulo in dB e della fase

2
Modulo E
(al variaredi0 < ¢ < 1) >
0
-20
. -40
§’ -60
~— -80
Fase 3 100
(al variare di 0 < ¢ < 1) R

-160

-180

Pulsazione (rad/sec)
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Fattore Trinomio a numeratore/denominatore ( <0

Modulo non cambia, fase cambia di segno

60
) o
o z
o o
3 3
g 3 S
40 o
01wn wn 1own
Pulsazione (rad/sec)
0 180 —9.1\—(/).3
-20 160 SR
—~ -40 D140 o
§ ‘Zg §120
2 -100 g ol RS AR R
£ 120 TS NN ) i
-140 40 . N7 SO IS S
“1e0 20 L o0t o
-180 o . R — . . .
Pulsazione (rad/sec) Pulsazione (rad/sec)
Trinomio a Numeratore Trinomio a Denominatore

—1<(¢<0 —1<¢<0
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Sistema come filtro

Siano 4 sistemi con stesso guadagno e pulsazione di rottura diversa

1 1 1 1

1+ 105’ FQ(S) — 1——|—s’ F3(3) — F4(5) —

i (s) = |
1(s) 1+0.1s 1+ 0.01s
5

Modulo (dB)

_15 H

A W N P

-20 : :
1072 107" 10° 10* 10°
Pulsazione (rad/s)

e I'ingresso combinazione lineare di segnali sinusoidali a diverse pulsazioni

10°

u(t) = —0.6sin(f1t) —0.4sin(fot) +0.5sin(f3t) +0.5sin(fat) —0.3sin(fst) —0.2sin(fet) +0.2sin(f7t) — 0.2 sin(fst)
f1=270.75, fo = 271.25, f3 = 271.5, fa = 273, f5 = 275, fo = 276, f7 = 278, fg = 2wll
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Sistema come filtro

Ingresso ha I'andamento nel tempo periodico con periodo T' = 4 s mentre
la sua rappresentazione spettrale (nel dominio della frequenza) mette in
evidenza i contributi dei singoli segnali sinusoidali.

Spettro segnale ingresso

Ingresso 0.8
3$ T T T
T 1
————————————————— 9 0.6 |
2L i o (o]
04 r

T 1

]
1
1
]
1
: -0.4
1
—2f I ~0.6 | o
i
! -0.8 *
— 1 0 1 2
3 2 4 6 8 10 10

Pulsazione (rad/s)
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Sistema come filtro — Sistema 1

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 1 Sistema 1
' 25 ‘
1 oL
15 ¢
0.8 +
1,
05 -
2 0.6 N
'g O - ‘H’ A _ | 1 _‘H ’_ ||
(@]
: e i Ul
0.4 =
_1,
0.2 t+ -1.5
21— Ingresso
o] S S S S S SO R, = « o ‘ 25 —— Uscita
1072 107" 10° 10" 102 10° =0 2 4 8
Tempo (s)

Pulsazione (rad/s)

Sono evidenziati i valori del modulo alle diverse pulsazioni del segnale in

ingresso.

Fondamenti di Automatica — Diagrammi di Bode 25



Sistema come filtro — Sistema 2

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 2

Sistema 2

Modulo

—2 T — Ingresso
—— Uscita

1072 107" 10° 10" 10° 10° 0 2 4
Pulsazione (rad/s) Tempo (s)
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Sistema come filtro — Sistema 3

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 3 Sistema 3
' 25 ‘
1 oL
15 ¢
0.8 +
1,
05 -
% 0.6 +
'8 0
=
0.4 | 05
_1,
0.2 + -15
e Ingresso
0 R R R e A R e I e 22 - —— Uscita
1072 107" 10° 10" 102 10° o) 2 4 8
Tempo (s)

Pulsazione (rad/s)
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Sistema come filtro — Sistema 4

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 4 Sistema 4
T v v 2.5 ‘
1
0.8 ‘
2 0.6
>
©
@]
=
0.4 |
0.2 |
i Ingresso
0 1 1 1 1 s —— Uscita
107 107" 0 10* 10° 10° =0 2 4 6 8
Pulsazione (rad/s) Tempo (S)

All'aumentare della pulsazione di rottura il sistema filtra sempre di meno
il segnale in ingresso e l'uscita, a regime permanente, diventa sempre piu

simile all'ingresso.
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Sistema come filtro

Attenzione — La capacita di un sistema di riprodurre fedelmente un dato
segnale in uscita dipende anche dalla fase.

Ad esempio, si considerino due sistemi F7 e F5 con diagrammi del modulo
(non in dB) uguali ma fase notevolmente diversa

10—
. : : : :
0 ‘ ﬁo—m\
0.8 ‘ : ‘ ‘ g =100 - ; ‘ ‘ :
=200
206 S
> (]
S S -300
= 3
©
0.4 L -400
=500
0.2
-600 : 7
El —
| B T S S ST S E TR S S T T e 200 2 |- ‘ ‘ ‘
107 107" ° 10" 10° 10° 1072 107" 10° 10 10° 10°
Pulsazione (rad/s) Pulsazione (rad/s)
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Sistema come filtro

Le corrispondenti uscite relative allo stesso ingresso, causa |lo sfasamento
introdotto dal sistema F5, differiscono notevolmente!

Sistema 1 Sistema 2
2-5 T T T T 2.5 T T
2 2L
15 - - 15 ¢ ]
1f il
0.5 ,
ol V/\ f
-0.5 :
_1, o
-15
2 Ingresso i — Ingresso
—— Uscita —— Uscita
_2.5 I | | | _2.5 I | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tempo (s) Tempo (s)
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Sistema come filtro

Siano 4 sistemi con stesso guadagno e pulsazione naturale diversa

1
P = 2 fom + 52/)
con ( =0.2 e w, ={1,8,10,100}

10 x

Modulo (dB)
&

_10 -

_15 H

| T T T T
(s w N =

-20 — L Lo N IR i B R
10°° 107" 10° 10" 10
Pulsazione (rad/s)

e |0 stesso ingresso dell’esempio precedente.
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Sistema come filtro — Sistema 1

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 1

ot + (il i f L}‘f‘ 1

2= Ingresso
”E —— Uscita
’ 2 6 8

4
Tempo (s)
Sono evidenziati i valori del modulo

ingresso.
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Sistema 1
3
25
2 L
o
515
(@)
=
1
0.5 r
0
1072 - 0
Pulsazione (rad/s)

alle diverse pulsazioni del segnale in
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Sistema come filtro — Sistema 2

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 2 Sistema 2
2.5 ‘ ‘ ‘ 3
| | |
25
15 ¢
1r ol
0.5
o
=)
o# H H 215
=
-0.5
1
-1} \
15 | U w ] os |
21— Ingresso ’
Py L Uscita 0 R ‘
~0 2 4 6 8 1072 107 10° 10* 10° 10°
Tempo (s) Pulsazione (rad/s)
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Sistema come filtro — Sistema 3

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 3
2.5 ‘
2,
15
1,
0.5 -
of |
{
-0.5
_l,
-15 +
2= Ingresso J
- —— Uscita
20 2 4
Tempo (s)
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3
25
2,
o
5 15
(@)
=
1
05
0—2 Hmll H&O‘ HHW&l — ‘2
10 10 10’ 10 10
Pulsazione (rad/s)

10°



Sistema come filtro — Sistema 4

Diagramma del modulo (non in dB) e risposta in uscita nel tempo

Sistema 4 Sistema 4
2.5 ‘ ‘ 3
2 i
25
15 H } ) :
1| ] )
' i |
o
=)
0 J el 1.5
| [ =
-0.5 | F T
1 ﬂ !
15 | i “ 05 |
2= Ingresso
”E — Uscita ‘ ‘ 0 LN
~0 2 4 6 8 1072 107 10° 10* 10° 10°
Tempo (s) Pulsazione (rad/s)

All'aumentare della pulsazione naturale e quindi della pulsazione di risonanza,

variano le capacita filtranti del sistema.
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Sistema come filtro — Sistema 3

Confronto tra il segnale ricostruito dalla risposta armonica (a regime per-
manente) e il segnale in uscita. La differenza & il transitorio.

Sistema 3

-y

TN
WY

2
Tempo (S)

[EEN
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