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Doppio carrello

Parametri
e k costante elastica (Ipotesi: legame lineare forza/scostamento)
e b coefficiente di smorzamento (Ipotesi: legame lineare forza/velocita)

e mi1 € mo masse dei due carrelli

Situazione di equilibrio (statica) senza forze esterne applicate ai carrelli.
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Doppio carrello

o Iy = —k(01(t) — d10 — 92(t) 4+ d20) forza elastica sulla massa 1
o o = —k(61(t) — d10 — 92(t) + d20) forza elastica sulla massa 2
o F,1 = —b(61(t) — 62(t)) forza d’attrito viscoso sulla massa 1

o F,o =0b(6:1(t) — do(t)) forza d’attrito viscoso sulla massa 2

e f.(t) forza esterna

(caso particolare: agisce con la stessa intensita ma in direzioni opposte sui singoli
carrelli)

L. Lanari Fondamenti di Automatica (Universita di Roma “La Sapienza”) — Doppio carrello



Doppio carrello

Equazioni della dinamica
m101(t) = —k[61(t) — 610 — 62(¢) + d20] — b[01(t) — 02(2)] + fe(t)
mad2(t) = k[61(t) — 10 — 62(t) + d20] + b[61(t) — d2(t)] — fe(t)

Possibile scelta del vettore di stato z(t)

01(t) — d10 x1(t)
2(t) = ( posizioni ) . 52(1.5) — 020 . xo(t)
— \ velocita | 51 (%) l x23(t)
52(1:) x4 (1)
Ingresso
u(t) = fe(t)
Sistema di equazioni differenziali del primo ordine
Zijl(t) = 333(15)
r2(t) = wa(t)
z3(t) = —klz1(t) — 22(¥)] — blz3(t) — z4a(t)] + u(t)
z4(t) = Kk[z1(t) — 22(t)] + blz3(t) — 2 ()] — u(?)
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Doppio carrello

In forma matriciale

0 0 1 0 0
: 0 0 0 1 0
(t) = —k/m1  k/mi1 —b/m1 b/my z(t) + 1/mq u(t)
k/my —k/m> b/moa  b/mo —1/mo
e cioe
r = Ax + Bu
con
0 0 1 0 0
A — 0 0 0 1 B— 0
—k/m1  k/mi1 —b/mi1 b/my 1/mq
k/my —k/my b/mpy b/mo —1/mo

Evoluzione temporale di z(¢) non evidente.
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Doppio carrello: nuove coordinate

Scegliamo le nuove coordinate:

e centro di massa (variazione)

5,(1) = m101(t) +m202(t)  madio + madoo
’ ___mitmp mitma
posizione centro posizione centro
di massa di massa a riposo

e scostamento relativo (variazione)

6s(t) = 02(t) —61(t) — (620 — d10)
scostz;r mento scostz;r mento
a riposo

e le loro derivate (n = 4 in totale)
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Doppio carrello: nuove coordinate

Ponendo M = mi1 + m»> Si hanno i seguenti legami con le vecchie coordinate

e centro di massa (variazione)
m1[01(¢) — d10] + ma[62(t) — d20] _ maz1(t) + mawa(t)

M M
mi121(t) + mox2(t)  mixs(t) + moxa(t)
M - M

(o%H
>
~

o~
—

I

e scostamento relativo (variazione)

6s(t) = [62(t) — d20] — [01(t) — b10] = w2(t) — z1(t)
0s(t) = a2(t) — 21(t) = za(t) — z3(t)
In forma matriciale
z1(1) 9y (1) mi1/M  mo/M 0 0 x1 (1)
. ZQ(t) . (?s(t) . —1 1 0 0] 332(25)
T a) | T b | T 0 0 mi/M mo/M z3(t)
24(t) 95 (1) 0 0 —1 1 x4(t)

con T' non singolare
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Doppio carrello: nuove coordinate

Nelle nuove coordinate, ponendo

H = + = = H
m1 mo m11MmMo
Si ottiene
z1(t) = O
2o(t) = —kHzx(t) — Hu(t)

e z1(t) = 0 dinamica del centro di massa, note le condizioni iniziali z1(0) e 21(0) = 22(0),

si ha, integrando due volte
z1 (t) = Zl(O)t —+ Zl(O)

— Dinamica indipendente da 2z, e 25 e viceversa (dinamiche di z1 e z> disaccoppiate)

— L'ingresso (caso particolare) non influenza I'evoluzione di z1 (centro di massa). Se
si sollecita il doppio carrello con un andamento qualsiasi dell'ingresso partendo da
condizioni iniziali z:1(0) = 21(0) = 0 e si misura I'andamento di z1(¢), non si osserva

alcun movimento (anche se i due carrelli si muovono).
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Doppio carrello: nuove coordinate

e LLa seconda equazione descrive |la dinamica dello scostamento relativo dei due carrelli.
Nel caso particolare di assenza di forzamento (u(t) = 0), essendo kH > 0, si pud definire

w2 =kH
e riscrivere |'equazione nella forma
2o(t) = —kHz(t) = —UJ?%ZQ(t)
Note le condizioni iniziali 22(0) e 22(0) = 24(0), si pu0 ricercare la soluzione nella classe

2o(t) = c1 Sinwpt + co coswt

(6) C1
Ci1Wwn Cc2

Dalle condizioni iniziali

22(0)
22(0)

22(0) /wn,
22(0)
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Doppio carrello

Partendo da condizioni iniziali 21(0) e 22(0) nulle e misurando z1(t)
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Doppio carrello
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Estensioni

Doppio carrello
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