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Notazioni

Rn
r € R

e; € R"

spazio dei vettori x a m componenti reali;
¢ inteso come vettore colonna;

¢ il versore unitario i-esimo,
cioe il vettore che ha tutte componenti nulle escluso 1’i-esima
che & uguale uno;

insieme dei reali non negativi;

vettore riga ottenuto come trasposto di z;

oppure z; indicano la i-ma componente di x (quindi x; € R);

indica il k-mo vettore di una successione (quindi z; € R");

successione formata dai vettori xy;

sottosuccessione definita dall’ insieme (infinito) di indici K;

norma di z; in assenza di altre indicazioni, ||z|| & la norma euclidea,
n 1/2

ossia x| = <Z xf) , dove x; € R sono le componenti di z;
i=1

sfera aperta di raggio p > 0 con centro z* € R", ossia:
B(z*p) ={z € R": |z —a*| < p};

gradiente di una funzione f : R™ — R calcolato in x; V f(x) ¢ inteso

COf(x) ,
come vettore colonna con componenti B , J=1...,m
Ly
matrice Hessiana (n x n) di una funzione f : R"™ — R calcolata in z,
. 0*f(x) -
con componenti ,peri, g =1,... n.
896,-895]-

interno dell’insieme A C R".
frontiera dell’insieme A C R™.

I'insieme definito da {x € A: z ¢ B}.




Capitolo 1

Problemi di Ottimizzazione

Globale

Molti problemi che nascono nell’ambito dell’Ingegneria, dell’Economia e delle Scienze
esatte e naturali possono essere rappresentati come problemi di ottimizzazione globale.
Questo motiva il sempre maggiore interesse dal punto di vista tecnico e scientifico verso
lo studio e lo sviluppo di metodi che siano in grado di affrontare e risolvere questa classe
di difficili problemi matematici.

1.1 Introduzione

Come & noto un problema di ottimizzazione consiste nel cercare di determinare dei punti
appartenenti ad un insieme F in cui una funzione f assume valori piti bassi possibile.
Tale problema viene rappresentato nella formas:

min f(z) (1.1)
x € F,
dove la funzione f : F — R e detta funzione obiettivo e I'insieme F C R™ & detto
insieme ammissibile.

In connessione con il precedente problema di minimizzazione si possono introdurre le
seguenti definizioni.

Definizione 1.1.1 (Minimo globale) Un punto z* € F si dice punto di minimo
globale di f su F se
f(z*) < f(z), perogni x€F.

Definizione 1.1.2 (Minimo globale stretto) Un punto x* € F si dice punto di
minimo globale stretto di f su F se

f(z*) < f(x), perogni x€F, z#uaz".



Definizione 1.1.3 (Minimo locale) Un punto x* € F si dice punto di minimo locale
di f su F se esiste un intorno B(z*;p), con p > 0 tale che

f(z*) < f(z), perogni € FnNB(x";p).

Definizione 1.1.4 (Minimo locale stretto) Un punto x* € F si dice punto di
minimo locale stretto di f su F se esiste un intorno B(x*;p), con p > 0 tale che

f(z*) < f(z), perogni xe€FNB(x*p), =#az".

Si puo notare che il problema di trovare un punto in cui la funzione f assume valore
piu alto possibile, si pud sempre ricondurre a un problema di minimo, cambiando di
segno la funzione obiettivo. Infatti un punto di massimo del problema

max f(z)
reF

¢ un punto x* € F che, per definizione, soddisfa la seguente proprieta:
f(@*) = f(z), perogni z€F,

che & equivalente a:
—f(x*) < —f(x), perogni z€F,

da cui segue che x* & anche un punto di minimo del problema

min —f(x)
xeF

e risulta:

max f(z) = —min(—f(z)).

zeF zeF

Percido non si ha nessuna perdita di generalita a studiare ed affrontare solamente
problemi di minimizzazione o, viceversa, solamente problemi di massimizzazione.

La natura del Problema (1.1) e, quindi, la sua difficolta di risoluzione dipendono, ov-
viamente, dalle caratteristiche della funzione obiettivo e dalla struttura dell’insieme
ammissibile. Usualmente un problema di ottimizzazione e detto problema di minimiz-
zazione non vincolata se F = R™, cioe sel’insieme ammissibile F coincide con tutto lo
spazio R", cioe:

min f(x) (1.2)
r € R".

Viene detto, invce, problema di minimizzazione vincolata un problema in cui F C R™.
Tuttavia, puo essere considerato come un problema di minimizzazione non vincolato
anche un qualsiasi problema in cui I'insieme ammissibile F & un insieme aperto. Infatti,
come nel caso in cui F = R™, i punti di minimo del problema possono essere caratte-
rizzati esclusivamente dall’andamento della funzione obiettivo in un intorno del punto



e non dal fatto che ci siano dei vincoli sulle variabili del problema. Percio, sia gli ap-
profondimenti teorici che gli approcci computazionali possono essere basati solamente
sulla proprieta teoriche della funzione obiettivo ed utilizzando essenzialmente gli stessi
strumenti utilizzati nel caso F = R™.

Tra i problemi vincolati in cui F € un insieme chiuso, la classe pili comunemente
considerata ¢ quella in cui F & descritto attraverso un insieme finito di vincoli di
equaglianza e disequaglianza:

F={z€R":g(x) <0, h(z)=0},

incuig: R = R™e h: R™ — RP sono vettori di funzioni assegnate. Il problema di
ottimo si puo indicare, in tal caso, ponendo:

min f(x) (1.3)

1.2 Esempi di applicazioni

In questo paragrafo vengono riportati alcuni esempi di problemi applicativi, formulabili
come problemi di ottimizzazione, in cui e indispensabile cercare di determinarne il
minimo globale.

1.2.1 Soluzione di sistemi di equazioni e disequazioni non lineari

Nell’ambito scientifico ed ingegneristico un problema particolarmente importante da
risolvere € quello di determinare un punto 2* € R™ che soddisfa un sistema di equazioni
e disequazioni non lineari del tipo:

hi(z) = 0 i=1,....q
gi(x) < 0 i=1,...,m
dove h; : R" - R,conj=1,...,geg;: R" - R, coni=1,...,m.

Nel caso in cui le funzioni hj, j =1,...,qe g;, ¢ = 1,...,m sono nonlineari, determinare
un punto che soddisfa il precedente sistema ¢ particolarmente difficile ed un modo per
poterlo affrontare & quello di trasformarlo nel seguente problema di ottimizzazione non
vincolata:

min w(x)
r € R".

dove

w(z) =Y [hj(x)" + Y max{0, gi(z)}??
j=1

i=1



conpy >1lepy > 1.

Nel risolvere il precedente problema ¢ indispensabile determinarne i minimi globali
in quanto sono gli unici punti in cui la funzione obiettivo si annulla e che, quindi,
corrispondono a soluzioni del sistema di equazioni ed disequazioni iniziale.

1.2.2 Conformazione molecolare

Un problema importante nel campo della chimica e della biologia computazionale con-
siste nel cercare di determinare la struttura tridimensionale delle molecole complesse.
Tale problema, oltre ad essere di grande interesse dal punto di vista scientifico, ha
molte applicazioni nella industria biotecnologica, in particolare nella determinazione di
medicinali per la cura di gravi malattie (poliomielite, forme tumorali, AIDS, etc.).

Per cercare di determinare la struttura delle molecole si fa riferimento al fatto che le
osservazioni sperimentali indicano che le strutture piu stabili in natura sono quelle che
corrispondono alla minima energia. Matematicamente, se si suppone che la molecola
sia constituita da n atomi, si puo indicare con z; € R? la posizione spaziale dell’i-esimo
atomo ed indentificare con x = (z7,...,21)T € R3" la struttura della molecola. Se
F C R3" & I'insieme di tutte le possibile strutture della molecola e se f(z) & la funzione
che rappresenta ’energia associata alla struttura x € F, il problema diventa quello di
determinare il minimo globale del problema non lineare

min f(z).

zeF

Per quanto riguarda la funzione f(x) sono state proposte varie forme che dipendono
dalle diverse modellizzazioni proposte dell’energia associata ad una struttura di una
particolare molecola.

Una delle forme della funzione di energia f(z) piu usata, in particolare nello studio
delle strutture dei gas e dei metalli, & data da:

fa S (L2
22 N\ e Te—nlF)

dove ogni singolo termine della sommatoria descrive il contributo all’energia che & dovu-
to all’interazione tra I’atomo i-esimo e quello j-esimo. Secondo il modello di Lennard-
Jones, tale contributo e dato dalla somma di una componente repulsiva che impedisce a
due atomi di sovrapporsi ed una componente attrattiva dovuta a fenomeni elettrostatici.

Sempre nell’ambito dello studio dei gas e metalli, un’altra importante funzione di

energia ¢ la seguente:
" 2
f@) =3 ((epa—nmi—wjn) —1)'- 1> 7
i=1

in cui i singoli termini della sommatoria rappresentano ’energia di una coppia di parti-
celle secondo il modello di Morse (invece di quello di Lennard-Jones). Il parametro p che
compare nella funzione serve a caratterizzare la distanza a cui avvengono le iterazioni.

i

—1
i=1



All’aumentare della complessita delle molecole di cui si vuole studiare la struttura e
della precisione con cui si vuole modellizzare le iterazioni tra gli atomi che costituiscono
la molecola aumenta anche la complessita della funzione f(z). Per esempio nello studio
delle strutture delle proteine viene usata frequentemente la seguente funzione di energia:

n i—1 12 - 6
=% (A) _2<‘ Gij >+ % |

=3 |\ —all i — @] el — x|

in cui 05, 05,4, qj, € sono costanti fisiche.

I problemi di minimizzazione che hanno come funzione obiettivo le precedenti funzioni
di energia (o le altre utilizzate in questo ambito) sono difficili da risolvere in generale.
Infatti queste particolari funzioni obiettivo hanno strutture particolari che creano un
enorme numero di minimi locali, mentre gli unici punti di interesse sono i minimi globali
in quanto sono gli unici ad avere un significato dal punto di vista chimico e biologico.

1.2.3 Progettazione ottima

Gran parte dei problemi di progettazione ottima possono essere formulati come pro-
blemi di ottimizzazione vincolata della struttura del Problema (1.3). L’esigenza di
produrre sistemi, apparati o dispositivi con caratteristiche e prestazioni sempre mi-
gliori porta alla necessita di definire delle tecniche matematiche che permettano di
determinare necessariamente un ottimo globale del Problema (1.3).

I problemi di ottimizzazione che nascono nella progettazione di sistemi particolarmen-
te complessi possono presentare 'ulteriore difficolta di avere funzione obiettivo e/o
vincoli di cui non si conoscono le espressioni analitiche. Infatti, in questi casi, si ha so-
lamente a disposizione la possibilita di calcolare i valori della funzione obiettivo e/o dei
vincoli attraverso codici di calcolo molto complessi (frequentemente basati su metodi
agli “elementi finiti”). Tali codici normalmente sono molto costosi dal punto di vista
computazionale e questo spinge verso lo studio di algoritmi di ottimizzazione che, in
un fissato intervallo di tempo, siano in grado di ottenere la migliore approssimazione
possibile di un punto di ottimo globale del Problema (1.3).

1.3 Condizioni di esistenza

Nell’affrontare il Problema (1.1) la prima difficolta da affrontare ¢ quella di capire se &
ben posto, nel senso che potrebbe non esistere un punto in F in cui la funzione f(z)
assume valore piu piccolo. Infatti, si potrebbe presentare una delle seguenti situazioni:

- l'insieme ammissibile F potrebbe essere vuoto;

- l'insieme ammissibile F potrebbe essere non vuoto ma la funzione obiettivo
potrebbe essere illimitata inferiormente su F ossia inf,cr f(z) = —oc;

- l'insieme ammissibile F potrebbe essere non & vuoto e la funzione obiettivo po-
trebbe essere limitata inferiormente su F ma, anche in questo caso, potrebbero
non esistere punti di minimo globale di f su F;



Una condizione sufficiente (ma non necessaria) per l'esistenza di un punto di minimo
globale di un problema di ottimizzazione ¢ quella espressa dalla proposizione seguente,
che segue dal ben noto Teorema di Weierstrass.

Proposizione 1.3.1 Sia F C R™ un insieme non wvuoto e compatto. Sia [ una
funzione continua definita su F. Allora esiste un punto di minimo globale di f in
F.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Sia

¢ = inf f(z).

zeF

Dalla definizione di estremo inferiore si ha che:
< f(z), perogni  z € F (1.4)

e che, comunque scelto un indice k, esiste un punto xj € F tale che:

1
Dalla (1.4) e dalla (1.5) segue che esiste una sequenza di punti {xy}, con x € F, per
cui:

lim f(xzg) = ¢.
k—o0

Per assunzione l'insieme F €& compatto, quindi, ¢ chiudo e limitato. Poiche x, € F
per ogni k, la sequenza {xy} & anche lei limitata e, quindi, esiste un suo punto di
accumulazione z* € R"™ che, per la chiusura di F, soddisfa anche z* € F™. Percio esiste
una sottosequenza {xj}x che soddisfa:

pert Bosoe 6 = 0
el oo T (0 = 6 .

Dalla continuita della funzione f e dalla (1.6), segue che:

lim — f(zg) = f(27),

keK, k—oo

da cui, ricondando la (1.7), si ottiene:

flx™) =¢.
La precedente uguaglianza e la (1.4) implicano che
fz®) < f(x), per ogni x e F, (1.8)
da cui segue che il punto z* € F & un minimo globale di f su F. O

Il risultato stabilito nella precedente proposizione si applica solamente alla classe dei
problemi vincolati in cui 'insieme ammissibile € compatto. Per poter stabilire risultati



di esistenza per problemi con insiemi ammissibili non compatti (in particolare nel caso
in cui F = R™) ¢ necessario cercare di caratterizzare un qualche sottoinsieme di F
contenente le soluzioni ottime del problema.

A questo fine si introduce la definizione seguente.

Definizione 1.3.2 (Insieme di livello) Sia F C R" e sia f : F — R; si definisce
insieme di livello di f su F ogni insieme non vuoto del tipo:

Lla) :={zeF: fz) <a},

in cui o € R.

In particolare, se xg € F, indichiamo con Ly l'insieme di livello £ (f(xg)), ossia:
Lo={reF: &)< fao)}. (1.9)

A questo punto, si puod enunciare il risultato seguente che stabilisce una condizione
sufficiente per 'esistenza di soluzioni globali di un problema di ottimizzazione facendo
riferimento alla struttura degli insiemi di livello della funzione.

Proposizione 1.3.3 Sia F C R" e sia f una funzione continua definita su F. Suppo-
niamo che esista un insieme di livello di f su F che sia non vuoto e compatto. Allora
esiste un punto di minimo globale di f in F.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Sia £(«), con o € R,
I'insieme di livello non vuoto e compatto. Dalla Proposizione 1.3.1 esiste un punto di
minimo globale z* € L(«) di f su £(«). Questo implica che per ogni x € L(a) C F si
ha

o> f()> f). (1.10)
Dalla definizione di £(«) segue che per ogni z € F\L(«) si ha

f@) = a> f(). (1.11)
Quindi la (1.10) e la (1.11) dimostrano che z* € F ¢ un minimo globale di f sul tutto
I'insieme F. J

Nel caso generale, stabilire I’esistenza di un insieme di livello compatto puo essere diffi-
cile. Tuttavia, in molti casi, si possono ottenere delle semplici condizioni per assicurare
che tutti gli insiemi di livello siano compatti. In particolare la proposizione successi-
va fornisce una condizione necessaria e sufficiente (nota come condizione di coercivita)
perche gli insiemi di livello di f su F siano compatti.

Proposizione 1.3.4 . Sia F C R" e sia f una funzione continua definita su F. Allora
tutti gli insiemi di livello L(o) ={xz € F: f(x) < a} di f suF sono compatti se e solo
se le due sequenti condizioni sono soddisfatte:

10



(i) se {xr} ¢ una sequenza di punti x € F tale che limyg_,~ ||xk]| = 0o allora seque
che

lim f(zx) = o0;
k—o00

(ii) se {zx} € una sequenza di punti xy € F tale che limy_,o x, = & & F, allora seque
che
lim f(zy) = oo.
k—o0

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Necessita. Supponiamo
che tutti gli insiemi di livello siano compatti. Ragionando per assurdo, ammettiamo che
una della due condizione (i) e (ii) non sia soddisfatta. Se la condizione (i) non & soddi-
sfatta deve esistere una successione {zy } di punti 23, € F che soddisfa limy_, ||| = o0
e che contiene una sottosequenza (ridefinita {x;}) per cui esiste uno scalare a < oo
tale che:

flzy) < a. (1.12)
Dalla (1.12) segue che zj € L(«) per ogni k. Ma L(«) € compatto, quindi limitato, e
cio contraddice l'ipotesi che limg_, ||zx|| = 0.

Se, invece, la condizione (ii) non ¢ soddisfatta deve esistere una sequenza di punti
xp € F che soddisfa limy_,o xp = & ¢ F e che contiene una sottosequenza (ridefinita
{zr}) per cui esiste uno scalare a < oo tale la (1.12) ¢ soddisfatta. Di nuovo, questo
implicha che z} € L(a) per ogni k, ma questo, poiche L£(«) & un sottoinsieme compatto
di F, contraddice I'assunzione che limy_, o xp = & ¢ F.

Sufficienza. Supponiamo ora che le condizioni (i) e (ii) siano soddisfatte. Ragionando
di nuovo per contraddizione, supponiamo che esista un insieme di livello £(«) in F
che non sia compatto. Se L£(«) non fosse limitato allora esisterebbe una sequenza di
punti xx € L(a) con limy_, ||zk]] = 00 e f(xx) < a, ma questo contraddirebbe la
condizione (i). Se invece L(«) fosse limitato ma non chiuso, poiche f & una funzione
continua, questo implicherebbe l'esistenza di una sequenza di punti xp € L(a) con
limg ooz =2 ¢ F e f(z) < «, che contraddirebbe la condizione (ii). O

Le proposizioni 1.3.3 and 1.3.4 forniscono delle condizioni sufficienti per I'esistenza delle
soluzioni di un problema di minimizzazione in cui I'insieme ammissibile F € un insieme
aperto. In particolare si possono considerare due casi particolari che corrispondono alle
situazioni di maggiore interesse.

Il primo dei due casi ¢ quello in cui F = R™.

Proposizione 1.3.5 Sia f una funzione continua su R" e si assuma che f sia coerciva
su R™, ossia che

k—o0
per ogni successione {xy}, con xy € R"™, tale che limy_, ||| = co. Allora si ha:
(i) tutti gli insiems di livello L(a)) = {x € R" : f(z) < a} sono compatti;

(ii) esiste un minimo globale di f su R™;
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(iii) linsieme dei minimi globali di f su R™ é un insieme compatto non vuoto.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). I punti (i) and (ii)
seguono dalle Proposizioni 1.3.3 and 1.3.4; il punto (iii) segue dai punti (i) e (ii),
e notando che l'insieme dei minimi globali & l'insieme di livello £(f*), dove f* =
mingepn f(x). O

Il secondo caso € quello in cui F & un insieme limitato e aperto tale che f tende all’infi-
nito al tendere verso la frontiera di F. Per esempio, questa situazione si presenta nelle
minimizzazioni non vincolate di funzioni di barriera. Per questo caso € possibile stabilire
la seguente condizione la cui prova e simile a quella della precedente proposizione.

Proposizione 1.3.6 Sia F un sottoinsieme limitato e aperto di R" e sia f : F — R
una funzione continua. Si supponga che

Jim f(zy) = oo,
per ogni successione {xy}, con x € F, tale che limy_, oo xp = & € OF. Allora si ha:
(1) tutti gli insiems di livello L(a)) = {x € F : f(z) < a} sono compatti;
(ii) esiste un minimo globale x* € F di f su F

(iii) linsieme dei minimi globali di f su F & un sottoinsieme compatto non vuoto di
F.

1.4 Condizioni di ottimalita locale

In questo paragrafo vengono richiamate alcune condizioni necessarie (ma, in generale,
non sufficienti) perché un punto assegnato sia un punto di minimo locale (globale) di
un problema di minimizzazione.

Si consideri per primo il caso di un problema di ottimizzazione non vicolata del tipo:

min f(x) (1.13)
x € R".

Le due proposizioni successive descrivono le ben note condizioni necessarie di ottimalita
per problemi di ottimizzazione non vincolati.

Proposizione 1.4.1 (Condizione necessaria del primo ordine) Sia f continua-
mente differenziabile e sia T € R™ un punto di minimo locale (globale) del Problema
(1.13). Allora

Vf(z)=0. (1.14)
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Proposizione 1.4.2 (Condizioni necessarie del secondo ordine) Sia f due volte
continuamente differenziabile e sia T € R"™ un punto di minimo locale (globale) del
Problema (1.13). Allora

Vi) = 0, (1.15)
dT'V2f(z)d > 0, per ogni de R". (1.16)

In modo da caratterizzare i punti che soddisfano le precedenti condizioni necessarie del
primo ordine si introce la seguente definizione.

Definizione 1.4.3 Sia f continuamente differenziabile su R™, un punto T € R™ si dice
punto di punto stazionario del Problema (1.13) se

Vf(z)=0
Percio, da quanto detto, si ha che un punto di minimo locale (globale) del Problema

(1.13) ¢ necessariamente un punto stazionario del Problema (1.13).

Passando ai problemi di ottimizzazione vincolata se l'insieme ammissibile F & un in-
sieme aperto continuano a valere le precenti condizioni di ottimalita e la precedente
definizione di punto stazionario (basta cambiare R™ con F). La situazione ¢ abba-
stanza piu complessa nel caso in cui 'insieme ammissibile F non € un insieme aperto.
Infatti in questo caso la presenza di un minimimo locale (globale) nasce dall’azione
combinata della funzione obiettivo e dei vincoli e questo naturalmente si riflette nelle
condizioni di ottimalita.

Si assuma (senza grossa perdita di generalita) che l'insieme ammissibile sia dato da:
F:={xeR": g(x) <0, h(z) =0},

cong: R" — R™ h: R"— RY Quindi il problema di ottimizzazione considerato
diventa:

(1.17)

Associato al precedente problema vincolato si puo introdurre la seguente definizione.

Definizione 1.4.4 Si definisce funzione Lagrangiana associata al Problema (1.17) la
funzione L :R™x R™ x R? — R data da:

L(z, A\ ) i= f(z) + ATg(2) + " h(),

con A€ R™ ey € RY.
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Le prossime proposizioni descrivono le due condizioni necessarie di ottimalita maggior-
mante usate nell’ambito di problemi di ottimizzazione vincolati non lineari. Entrambe
queste condizioni di ottimalita possono essere stabilite solamente nel caso che I'insieme
ammissibile sia “sufficientemente regolare”. Un modo per assicurare questa regolarita
¢ quello di richiedere la seguente assunzione.

Assunzione 1.4.1 In ogni punto x© € F i gradienti Vg;(x), i € {¢' : gy#(x) = 0}, e
Vhj(x), j=1,...,q, sono linearmente indipendenti.

Utilizzando la precedente assunzione si possono enuciare le seguenti proposizioni.

Proposizione 1.4.5 (Condizioni di Kuhn-Tucker) Siano le funzioni f, g;, i =
1,....,m, hj, j =1,...,q continuamente differenziabile e si supponga che Assunzione
1.4.1 sia verificata. Se T € R™ ¢ un punto di minimo locale (globale) del Problema
(1.17) allora esistono dei vettori A € R™ e ji € RY tali che:

Vo.L(Z,\ i) =0,
9() <0, Wz =0, (1.18)
i >0, gi(Z)\i =0, i=1,...,m.

Proposizione 1.4.6 (Condizioni di Kuhn-Tucker del secondo ordine) Siano le
funzioni f, g;, i =1,...,m, hj, j =1,...,q due volte continuamente differenziabile e
si supponga che Assunzionel.4.1 sia verificata. Se T € R™ é un punto di minimo locale
(globale) del Problema (1.17) allora esistono dei vettori A\ € R™ e i € R? tali che:

@) <0, @) =0, (1.19)
5\2 >0, gl(j)j‘l =0, =1, , M
AV2L(E, N )z > 0, Vze R",z#0: (1.20)

Vgi(z) 'z =0, Vi€ {i': gy (z) =0},
Vhi(z)Tz =0, Vi=1,...,q.

Analogamente al caso non vincolato si caratterizzano i punti che soddisfano le prece-
denti condizioni necessarie del primo ordine attraverso la seguente definizione.

Definizione 1.4.7 Siano le funzioni f, g;, i = 1,...,m, hj, j = 1,...,q continua-
mente differenziabile, il punto T € R™ é detto punto di Kuhn-Tucker del Problema di

(1.17) se esistono dei vettori A € R™ e ji € RY, detti moltiplicatori di Kuhn-Tucker,tali
che:

i >0, gi(Z)\i =0, i=1,...,m.

Percio, se I’Assunzione 1.4.1 ¢ verificata, ogni punto di minimo locale (globale) del
Problema (1.17) & necessariamente un punto di Kuhn-Tucker del Problema (1.13).
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Capitolo 2

Problemi Particolari di
Ottimizzazione Globale

In questo capitolo vengono descritti alcuni esempi di classi di problemi di ottimizzazione
le cui strutture particolari permettono di caratterizzare meglio, dal punto di vista ma-
tematico, i loro punti di minimo globale rispetto alle condizioni di ottimalita descritte
nell’ultima sezione del capitolo precedente.

2.1 Problemi di programmazione convessa

Una classe importante dal punto di vista applicativo e quella dei problemi di pro-
gammazione convessa. Prima di descrivere questa particolare classe di problemi di
minimizzazione, € necessario richiamare le seguenti defizioni.

Definizione 2.1.1 Dato un insieme C C R", si dice che C' & un insieme convesso se
comunque scelti due punti x,y € C' e comunque scelto un scalare « € [0,1] si ha che

ar + (1 —a)y € C.

Definizione 2.1.2 Sia C' C R™ un insieme convesso e sia f : C — R. Si dice che f

e convessa su C' se comunque scelti due punti x,y € C e comunque scelto un scalare
a € [0,1] si ha che

flaz+ (1= a)y) < af(z)+(1—a)f(y);

st dice che f é stettamente convessa su C se comunque scelti due punti x,y € C, con
x # vy, e comunque scelto un scalare o € (0,1) si ha che

flax + (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y).
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Definizione 2.1.3 Sia C C R™ un insieme convesso e sia f : C — R. Si dice che f
e concava su C se comunque scelti due punti x,y € C' e comunque scelto un scalare
a € [0,1] si ha che

flaz+ (1 —a)y) > af(z)+ (1 —a)f(y);

si dice che f é stettamente concava su C se comunque scelti due punti x,y € C, con
x #y, e comunque scelto un scalare o € (0,1) si ha che

flox + (1 —a)y) > af(z)+ (1 —a)f(y).

La seguente proposizione richiama alcune delle proprieta delle funzioni convesse.

Proposizione 2.1.4 Sia C C R™ un insieme convesso aperto. Se f é continuamente
differenziabile su C allora:

(i) f é convessa su C se e solamente se per ogni x,y € C' si ha:
fy) = (@) = V(@) (y - 2);

(ii) f ¢ strettamente convessa su C' se e solamente se per ogni x,y € C, con = # vy,
st ha:

fy) = f(x) > V(@) (y - ).
Se f & due volte continuamente differenziabile su C allora:

(iii) f € convessa su C se e solamente se per ogni x € C' si ha:

d'V2f(z)d >0 per ogni d € R

(iv) f é strettamente convessa su C se per ogni x € C' si ha:

dT'V2f(x)d >0 per ogni d € R™ d+#0.

Le Proprieta (i) e (ii) sono particolarmente significative, come si vedra in seguito, per
lo studio dei punti di minimo di questa classe particolare di funzioni. Le Proprieta (iii)
e (iv) sono delle utili condizioni per identificare la convessita di una funzione.

Analogamente al caso di funzioni convesse si puo stabilire la seguente proposizione che
fornisce un aiuto a riconoscere le funzioni concave.

Proposizione 2.1.5 Sia C C R™ un insieme convesso aperto. Se [ continuamente
differenziabile su C allora:

(i) f é concava su C se e solamente se per ogni x,y € C si ha:

fy) = f@) < V@) (y - 2);
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(ii) f é strettamente concava su C se e solamente se per ogni x,y € C, con x # vy, Si
ha:

fy) = f(@) <V (@) (y - ).
Se f & due volte continuamente differenziabile su C' allora:

(iii) f € concava su C se e solamente se per ogni x € C si ha:

d'V2f(x)d <0 per ogni d € R,

(iv) f ¢é strettamente concava su C se per ogni x € C' si ha:

d'V2f(x)d <0 per ogni d e R" d+#0.

A questo punto si puo introdurre la classe dei problema di programmazion convessa.

Definizione 2.1.6 Si definisce problema di programmazione convessa un problema di
minimizzazione del tipo:

min  f(x)
reF

i cui F € un insieme convesso e f ¢ una funzione convessa su F o, equivalentemente,
un problema di massimizzazione del tipo:

max  f(x)
zeF

in cui F é un insieme convesso e f & una funzione concava su F.

I problemi di programmazione convessa godono di importanti proprieta descritte nei
teoremi seguenti.

Proposizione 2.1.7 (Coincidenza tra minimi locali e minimi globali) Sia F C
R™ un insieme convesso e f una funzione convessa (strettamente convessa) su F. Allora
ogni punto (un punto) di minimo locale di f su F é anche (I'unico) punto di minimo
globale.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Sia z* un punto di
minimo locale di f su F. Dalla definizione (Definizione 1.1.3) di minimo locale deve
esistere una sfera aperta B(z*;p) con p > 0 tale che

f(a*) < f(y), perogni y€ B(z*;p)NF. (2.1)
Sia z un qualsiasi altro punto di F. Dalla convessita di F si ha che

z(a) = (1 —a)z* + ax € F, per ogni a € [0,1].
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Poiche per a = 0 si ha z(0) = z*, ¢ possibile trovare un valore & € (0, 1] tale che
z(a) = (1 —a)z* + azx € B(z*;p) N F.
Da cui, sfrutttando la relazione (2.1), si ottiene:

f(@") < f(z(a)).

Utilizzando la convessita della funzione obiettivo si ha:

f@) < fz(@) = F(1 —a)a™ +ax) < (1-a)f(«") + af(z),

che, ricordando che & > 0, implica:

f@) < fla). (2.2)

Poiche il punto z ¢ stato scelto arbitrariamente in F, la relazione (2.2) dimostra che il
punto z* & un minimo globale.
Se la funzione & strettamente convessa si ha, invece:

f@®) < f(z(@) = f(1 - a)a” + ax) < (1 - a)f(z") + af(z),
da cui:
f(@%) < f(a),
che implica che z* & I'unico minimo globale. O
Proposizione 2.1.8 (Coincidenza tra punti stazionari e minimi globali) Sia f

una funzione (strettamente) convessa e continuamente differenziabile su R"™. Allora un
punto stazionario di f su R™ é un minimo globale (I’unico minimo globale) di f su R™.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Sia z* un punto
stazionario di f su R", cio¢ (Definizione 1.4.3):

Vf(x*)=0.

Comunque scelto € R", se la funzione f ¢ convessa, il punto (i) della Proposizione
2.1.4 assicura che:

fl@) = f@@*) 2 Vf(@) (@ —a%) =0,
mentre se la funzione f & strettamente convessa il punto (ii) della stessa proposizione
implica che:

f(a) = f(@) > V() (@ —2*) = 0.

Le due precedenti relazioni dimostrano ’enunciato del teorema. O
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Proposizione 2.1.9 (Coincidenza tra punti di Kuhn-Tucker e minimi globali)
Sia dato il sequente problema vincolato

min f(x)
gi(x) <0, i=1,...,m (2.3)
a?m—bjzo ji=1,...,q.

e sia f una funzione (strettamente) convessa e continuamente differenziabile su R™,
siano g;, 1 = 1,...,m, delle funzioni convesse e continuamente differenziabili su R'™.
Allora un punto di Kuhn-Tucker del Problema 2.3 é un minimo globale (I’unico minimo
globale) del Problema 2.3.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Prima di tutto si puo
dimostrare che I'insieme ammissibile del Problema 2.3¢ un insieme convesso. Infatti
comunque presi due punti e T tali che:

9i(2) <0, i=1,...,m, a , j=1,...,q,

0
9i(Z) <0, i=1,...,m, a;2—b;=0, j=1,...,q,

si ha che il punto Z = aZ + (1 — «)Z, per ogni « € [0, 1], soddisfa:
9i(T) = gi(az + (1 — )¥) < agi(2) + (1 — a)g: (%) <0, i=1,...,m,
a]T:Z"—bj :a?(oz:%+(1—oz)j)—bj =abj+ (1 —a)b; —b; =0, j=1,...,q
Sia, ora, x € R™ un qualsiasi punto ammissibile per il Problema 2.3, cioé¢ un punto che

soddisfa

gi(x) <0, i=1,...,m, alr—b;=0, j=1,...,q (2.4)

Se si indicano con A* e p* i moltiplicatori di Kuhn-Tucker relativi alla Definizione 1.4.7,
si ha che A* > 0 ed utilizzando la (2.4) si ha

da cui, utilizzando di nuovo la (2.4), si ha:

m q
f@) > f(@)+ 3 Ngi@) + > u (afz—b,) . (26)
i=1 j=1
Dalla convessita di f e di g;, i =1,...,m e dalla linearita dei vincoli di uguaglianza si

ha:

f(@) > f(@*) + V@) (@ - 2),
gi(x) > gi(x*) + Vi (2*) T (z — 2¥), 1=1,...,m (2.7)
T T

ajr —bj=aj (v —1z"), ji=1,...,q.

Utilizzando le relazioni (2.7) nella (2.6) si ottiene:

@) 2 f@)+V f @) (a=2" )+ N (@) + Vo) (@ =)+ g5 (af (@ = 27)).
i=1 Jj=1
(2.8)
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che puo essere riscritta mettendo in evidenza il vettore (x — z*):

T
o) 2 1)+ 3 Ne) + (T + LN Tale) + Y ) (o) 29
i= i= j=
da cui, tenendo conto che Vh; = a;, j = 1,...,q, si ottiene:
f(z) > f(a*) + i Negi(x*) + Vo L(z*, ', 1) (z — ). (2.10)
i=1
Poiche, x* € un punto di Kuhn-Tucker si ha che:
VaoL(x*, X\, u*) =0, Aigi(z*) =0, i=1,...,m. (2.11)

In conclusione la (2.10) e la (2.11) implicano che, comunque scelto un punto ammissibile
x per il Problema 2.3, si ha

f(z) = f(a%).

Che dimostra che il punto di Kuhn-Tucker z* &€ un minimo globale del Problema 2.3.
Se la funzione f fosse strettamente convessa allora la prima delle relazioni (2.7) potrebbe
essere sostituita da

fl@) > (@) + V) (@ —a¥)

Ripetendo gli stessi passaggi fatti in precedenza, si arriverebbe alla conclusione che,
comunque scelto un punto ammissibile x per il Problema 2.3, si avrebbe

f(@) > f(z"),

dimostrando che il punto z* € 'unico minimo globale del Problema 2.3. O

2.2 Problemi di programmazione concava

Un’altra classe di problemi di minimizzazione particolarmente importante ¢ quella dei
problemi di programmazione concava. Infatti questi particolari problemi di ottimizza-
zione sono in grado di modellizzare numerosi problemi che nascono nel campo dell’e-
conomia. Inoltre & possibile dimostrare che, sotto opportune ipotesi, molti problemi
di ottimizzazione combinatoria possono essere trasformati in problemi (continui) di
programmagzione concava.

Si definisce problema di programmazione concava un problema di minimizzazione del
tipo:
min f(z)
reF

in cui F € un insieme convesso e f € una funzione concava su F o, equivalentemente,
un problema di massimizzazione del tipo:

max f(x)
xeF
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in cui F & un insieme convesso e f € una funzione convessa su F.

I problemi di programmazione concava sono molto piu “difficili” di quelli convessi. La
difficolta principale risiede nel fatto che i problemi concavi presentano normalmente
molti punti di minimo locale che non sono punti di minimo globale.

Tuttavia, la particolare struttura della funzione obiettivo di questi problemi fornisce
comunque informazioni importanti circa i suoi punti di minimo globale. Infatti la
seguente proposizione dimostra che le soluzioni ottime dei problemi di programmazione
concava, ove esistano, appartengono alla frontiera dell’insieme ammissibile.

Teorema 2.2.1 (Assenza di soluzioni ottime interne) Sia F C R" un insieme
convesso e sia f una funzione concava e non costante su F. Allora, se esiste un punto
di minimo globale di f su F, questo appartiene alla frontiera di F.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Supponiamo che il
problema ammetta soluzione e che x* sia una soluzione ottima. Poiché, per ipotesi, f
non e costante su F deve esistere un punto z € F tale che

f(@) > f(z").

Supponiamo ora che x € F sia un punto interno all’insieme ammissibile. Deve allora
esistere una sfera aperta B(z;p) con centro in z e raggio p > 0 tutta contenuta in F.
Sulla retta congiungente & con x possiamo allora determinare un y € B(x;p) C F tale
che = appartenga al segmento [Z,y] e risulti y # x, ossia possiamo trovare un « con
0 < «a < 1 tale che
r=(1—-a)t+ ay.

Per la concavita di f e lipotesi che sia f(z) > f(z*), tenendo conto del fatto che
f(y) > f(2*) e che 1 —a > 0 (perche y # z), si ottiene:

fl@) 2 (1 =a)f(@)+afly) > (1 —a)f(@") +af(z") = f(z).

Cio dimostra che f(x) > f(2*) e quindi che non puo esistere una soluzione ottima in
un punto interno. O

Nel caso di minimizzazione di funzioni concave con vincoli lineari, vale un risulta-
to simile al Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare. Infatti ripetendo
argomenti simili a quelli utilizzati nel Teorema Fondamentale della Programmazione
Lineare si ha il seguente teorema.

Teorema 2.2.2 (Soluzione ottima su un vertice) Sia F C R"™ un poliedro che ha
almeno un vertice e sia f una funzione concava su F che ammetta minimi globali su
F. Allora, esiste un punto di minimo globale di f su F che coincide con un vertice del
poliedro F.

Questo risultato mostra che, come nel caso dei problemi lineari, la ricerca di un minimo
globale di una funzione concava su un simplesso si puo ridurre al problema di minimiz-
zare la funzione sull’insieme dei vertici del poliedro F. Tuttavia, la nonlinearita della
funzione obiettivo non permette di definire un algoritmo, analogo al Metodo del Sim-
plesso per la Programmazione Lineare, che sia in grado di identificare efficientemente i
vertici pitt promettenti trascurando gia altri.

21



2.3 Minimizzazione di una funzione quadratica con un
vincolo sferico
Come ultimo esempio di problemi particolari di ottimizzazione consideriamo la classe di

problemi in cui la funzione obiettivo € una funzione quadratica e 'insieme ammissibile
¢ descritto da un unico vincoli sferico, cioe:

1
min §:ETQ3: +clz (2.12)

| < r?,
dove Q € R™*™ & una matrice simmetrica, c € R" e r € R.

Anche questa classe di problemi riveste un ruolo importante nel campo dell’ottimizza-
zione sia per la sua capacita di approssimare problemi di mimizzazione piu complessi e
sia per la sua capacita di rappresentare dei problemi applicativi rilevanti.

Il Problema (2.12) ¢ in grado di rappresentare anche problemi in cui I'insieme non ¢
semplicemente una sfera centrata nell’origine. Infatti se I'insieme ammissibile e, per
esempio, una sfera il cui centro zg non é l'origine dello spazio, ossia se il problema &
del tipo:

. 1
min ngQa: + '
Iz — aol|* < 2.
si puo effettuare la trasformazione di variabili

r=1Y-+ 2

e ricondursi al problema (2.12).

Un’altro esempio di particolare iteresse ¢ il caso in cui il vincolo sferico & sostituito da
un vincolo ellissoidale, ossia dal problema:

) 1
min §$TQx +
2T Bz < 12,

in cui B € una matrice simmetrica definita positiva. Anche in questo caso puo riportare
al Problema (2.12), effettuando la trasformazione di variabili

T = B_1/2y,

in cui si & indicato con B~Y/2 I'inversa della radice quadrata di B, che esiste sempre se B
¢ definita positiva. Utilizzando la trasformazione precedente e ponendo B = BY/2B1/2
ci si riconduce al problema

1
min §yTB_1/2QB_1/2y + cTB_l/zy

lyl* <2,
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che ¢ di nuovo della forma (2.12).

Una caratteristica importante per questa classe di problemi & la possibilita di ca-
ratterizzarne i minimi globali attraverso delle condizioni di ottimalita necessarie e
sufficienti.

Teorema 2.3.1 (Condizioni di ottimo globale) Il punto =* é un punto di minimo
globale del problema (2.12) se e solo se esiste un moltiplicatore \* € R tale che valgano
le condizioni

(i) Qz*+c+2\z* =0,

(i) [l <7,

(i) A*([J2*]]* = r?) =0,

(iv) A* >0,

(v) la matrice Q +2X\*I ¢ semidefinita positiva.

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Stabiliamo innanzitutto
la necessita. Supponiamo, quindi, che x* sia un punto di minimo globale del problema.
Prima di tutto si puod notare che il gradiente del vincolo g(z) = ||z||?> — 2 < 0 ¢ dato

da:
Vyg(z) = 2z,

quindi se il vincolo & attivo, cio¢ ||z]|? = 72, si ha Vg(x) # 0. Percio Assunzione 1.4.1 &
soddisfatta e, quindi, nel punto x* vangolo le condizioni di ottimalita di Kuhn-Tucker
descritte dal Teorema 1.4.5. Percio, si puo definire la funzione Lagrangiana relativa al
problema (2.12):

1
L(w,A) = 52" Qu+ Mo+ A (Jlal® 7).

in cui A € R. Dopodiche, il Teorema 1.4.5 implica I'esistenza di un moltiplicatore \*

tale che:
ViL(x*, \*) = Qz* + c+ 2 *x* =0,

A ([|a*]]* = r?) = 0,
A >0,

che dimostrano le condizioni (i), (iii), (iv) dell’enumciato del teorema. La condizione
(ii) segue dall’ammissibilita del minimimo globale z*. Per dimostrare che anche la
condizione (v) & vera si considerano in due casi: [|z*]| <7 e [[z*|| = r.

Se ||z*|] < r allora z* & un minimo globale non vincolato e la condizione (iii) implica
che A* = 0. Percio il Teorema 1.4.2 assicura che la matrice Hessiana

Vif(z)=Q=Q+2X\1

¢ semidefinita positiva.
Se ||z*|] = r, il Teorema 1.4.6 implica che

2(Q+2) 1)z >0, per ogni z € R" tale che z'2* =0. (2.13)
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Per passare dalla precedente proprieta (2.13) alla dimostrazione del punto (v) del teo-
rema € necessario sfruttare I'ipotesi che il punto z* ¢ un minimo globale del Problema
(2.12). Infatti, poiché z* & un minimo globale del problema (2.12) allora ||z*| = r e,
per ogni x tale che ||z|| = r, si ha che:

1

1
§$TQw +cle - §($*)TQ$* —clat = X ([|l2*)? — Jl2[|*) = 0, (2.14)

che puo essere riscritta nella forma:
1 1
§xT (Q+ 2\ 1) x — 5(gc*)T (Q+2X\ 1) z* + ! (x —2*) >0, (2.15)

Utilizzando il punto (i), ¢ possibile eliminare il vettore ¢ dalla relazione (2.15), otte-
nendo:

%xT (Q+2X 1)z — %(m*)T Q4201 2" — (@) (Q+23°1) (x —2*) >0, (2.16)

da cui, semplificando, si ottiene:

1

5@ - )T (Q + 20 1) (x — x*) > 0, (2.17)
per ogni z tale che ||z| = r.

Le relazioni (2.13) e (2.17) permettono di dimostrare che la matrice @ + 2A\*I & semi-
definita positiva anche nel caso in cui ||z*| = r. Infatti comunque preso un vettore
z € R" si ha: se z72* = 0 allora vale la (2.13); se 27 z* # 0 si puo definire il punto

- . 22Tz
T=x"— Wz,
che soddisfa la condizione ||Z|| = ||z*|| = r. Utilizzando la (2.17) si ottiene:
1 T\
(@ — 2)T(Q + 2N 1) (7 — 2*) =2 <W> ZL(Q+2X 1)z >0, (2.18)

che completa la dimostrazione del punto (v) del teorema.

Dimostriamo ora la sufficienza. Si assuma che z* e A\* siano tali che valgano le condizioni
(i)-(v) e si deve dimostrare che z* & un minimo globale del problema 2.12.
Ricordando la Proposizione 2.1.4, il punto (v) implica che la funzione quadratica

1
pa) =5 (Q+2X Do +c'a
¢ una funzione convessa. Il punto (i), invece, mostra che z* ¢ un punto stazionario
di p(z). Cio implica, ricordando proposizione 2.1.8, che p(z) ha un punto di minimo
globale non vincolato in 2* e di conseguenza si puo scrivere, per ogni x € R™:

1 1
§JET(Q +2X Nz +cl'z > ix*T(Q + 22" Dz* + 2™, (2.19)
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Che implica che, per ogni x € R™:

1 1
ia;TQx + e > §x*TQx* + ' + X (2% — [|=])?). (2.20)
Ora si hanno nuovamente due casi: ||z*|| < r oppure ||z*|| = r. Se ||z*| < r, dalla

condizione (iii) segue A* = 0 e quindi la (2.20) implica che:

1 1

§xTQa: +cl'z > §x*TQa:* + cl'a*. (2.21)
per ogni x € R™. Da cui segue che z* € un punto di minimo globale per la funzio-
ne obiettivo del problema 2.12 su tutto R™ e quindi, a maggior ragione, sull’insieme
ammissibile.

Se invece ||x*|| = r, la condizione (iv) implica che, per ogni z tale che ||z|| < r si ha:

N[l 2 = Jlll*) = A" (r* — [|l=[]*) > 0.

Utilizzando ancora la (2.20) si ha che vale nuovamente la (2.21) per ogni z € R" tale
che ||z||? < r? da cui segue che, anche in questo caso, z* & un punto di minimo globale
del problema 2.12. Cid completa la dimostrazione. O

Il precedente risultato, oltre alla sua importanza dal punto di vista teorico, ha un
notevole interesse dal punto di vista algoritmico. Infatti alcuni metodi proposti per
determinare il minimo globale del Problema 2.12 si basano sull’idea di determinare
direttamente un punto z* ed un moltiplicatore A\* che soddisfano la condizioni (i)-
(v) del precedente teorema. Un altro possibile approccio per risolvere il Problema
2.12 ¢ quello di cercare di addattare alla particolare struttura del Problema 2.12 i
metodi di ottimizzazione locale, cioe metodi che permettono di trovare efficientemente
punti di Kuhn-Tucker di un problema vincolato. L’utilizzazione di questi metodi locali
puo portare comunque alla determinazione di un minimo globale del Problema 2.12.
Infatti, sfruttando le condizioni necessarie e sufficienti descritte dal Teorema 2.3.1, si
puo dimostrare la seguente proposizione che apre la possibilita a questi metodi di non
fermarsi in un punto di Kuhn Tucker del Problema 2.12 che non & un ottimo globale.
In particolare, la seguente proposizione mostra che, dato un punto di Kuhn Tucker che
non €& un ottimo globale, si puo trovare analiticamente un punto ammissibile in cui il
valore della funzione obiettivo del Problema 2.12 ¢ piu basso.

Proposizione 2.3.2 Sia £ € R"™ un punto di Kuhn-Tucker che non é un minimo
globale del Problema 2.12, cioé un punto per cui esiste un moltiplicatore X € R per
cui valgono le condizioni (i)-(iv) del Teorema 2.3.1 mentre la condizione (v) é violata.
Allora ¢ possibile definire un punto & tale che ||2]|?> <r? e

1 1
5 iTQi + e < §:ZTQ§: +cl'z. (2.22)

(la seconda parte dell’enunciato del teorema non fa parte del programma di
esame)

1l punto & € determinato nella sequente maniera.
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(a) Se 'z > 0 allora

T =—I.

(b) Se 'z <0, sia z € R™ un vettore tale che

(Q+ 20z <0, (2.23)
allora
(i) se [|Z[* <r?,
T=T+az
con )
—Tz+ [(T2)2 + (2 — ||zl )12
0<a< 3
121
(ii) se |Z]|? =% e 272 # 0,
R _ 71y
T=7I—
1212
(iil) se |z)|> =72 e 272 =0,
o (z +a2)Tz _ - r2 ~
—g_9o T 2 —F-—9—
T=x R (Z+az)=12 T2+Q2H2”2(9c+az)
con )
cTz— [(cTz)2 +(T2)(27(Q + 25\1)2)} :
a > .

21(Q+2X\1)z

Prova (la prova non fa parte del programma di esame). Nel caso (a), il punto
Z € naturalmente ammissibile e si ha:

1 1 1 1
§:ETQ§: +cli = 5a?TQ:z — |z = gsiTQa’; +cz -2z < gsiTQa’; + Tz

Si consideri ora il caso (b).
Nel sottocaso (i) le condizioni di Kuhn-Tucker, cio¢ le condizioni (i)-(iv) del Teorema
2.3.1 si ha che:

A=0 (2.24)
QT +c=0, (2.25)

da cui segue, ricordando anche la (2.23), che il vettore z soddisfa alla seguente condi-
zione:

1Qz <. (2.26)
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Percio, le (2.25) e (2.26) implicano che, per ogni o > 0 il valore della funzione obiettivo
calcolata nel punto £ = & + az soddisfa le seguenti relazioni

%iTQ:% + i = %(:Z" +a2)TQ(z + az) + cI(Z + az)
= %:Z"TQE +cz+ %a2zTQz + a2l (Qz +¢) = %ETQ:Z" +cl'z+ %ozzzTQz
< %ETQSZ + 'z
Inoltre ricordando che
|Z + az||? = o?||Z||? + 2027 Z + || 7|2,

segue che se si sceglie a < & con

1
—T+ [T+ [ll2]? )]

1212

a =

si ha che ||2]|? < r2.
Si consideri ora il sottocaso (ii). Sia # il vettore definito da

7Tz

T=I—2—==z.
|22

e che, per la sua particolare struttura, & tale che ||&|* = r2.
Sia p(x) una funzione quadratica definita da:

p(z) = %ZET(Q + 2z + Tz (2.27)

La condizione (i) del Teorema 2.3.1 e la (2.23) implicano le seguenti relazioni per i
valori della funzione p(x).

71

xr z
p(#) = p(T — 27—=32)

1212
|z
1[I

1 - - o -
= ng(Q +2ANZ + 7T+ 2 Z(Q+ 20z — 2 ﬁ;‘;zT ((Q + 2217 + ¢)

=p(Z) +2 R 21(Q + 20z < p(Z)

Quindi, ricordando, I’espressione (2.27) si puo scrivere:

L 7

R U SN PSS BN
531QE+ e < 53 Q3+ A(|l7 )P - |13)°) = 57T Qa + x,

che dimostra il teorema anche nel caso (ii).
Per quanto riguarda il sottocaso (iii), si definisce il vettore

5=T+az (2.28)
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con a > 0. Per prima cosa si puo notare che, per costruzione, il vettore 5 e tale che

715 # 0, infatti:

T

=@ +ax)Tz=2"2=1% (2.29)

Utilizzando nuovamente la condizione (i) del Teorema 2.3.1 si puo scrivere:

sT(Q+2M5 =zT(Q + 2z + 227(Q + 2M\I)2 + 22T (Q + 2)\1)z
= —a? ‘zT(Q + 2/_\I)z‘ —2actz + |cT'z|.

Risolvendo '’equazione quadratica in «, che compare a sinistra dell’ultima uguaglianza,
si ottiene che 'unica soluzione posistiva ¢ data da:

—cTz+ [(CTZ)2 + | z| 2T (Q + 25\I)z|} :
|27(Q + 2M])z| '

a =

Da questo si ottiene che per tutti i valori di « tali che @ > & il punto 5, dato dalla
(2.28), soddisfa la seguente relazione:

57(Q +2M)5 < 0. (2.30)

A questo punto, poiche il vettore § soddisfa sia la (2.29) che la (2.30), si possono ripetere
gli stessi argomenti utilizzazati per dimostrare il caso (ii) (con il vettore z sostituito
dal vettore 5) per dimostrare che nel punto ammissibile:

1 (z + az)
(T 4+ az)T(z + az)

T=z—2 (T + az),
con « > @, si ha una diminuzione del valore della funzione obiettivo rispetto a quello
che si aveva in Z. O

Si puo notare che l'esistenza di un vettore z tale che zT(Q + 2XI)z < 0, necessaria nel
caso (b) del precedente teorema, ¢ garantita dall’ipotesi che il vettore Z & un punto di
Kuhn-Tucker del Problema 2.12 che non € un ottimo globale e che, quindi, la condizione
(v) del Teorema 2.3.1 non ¢ sodisfatta.

La precedente proposizione assicura che, una volta determinato con un metodo di mi-
nimizzazione locale un punto di Kuhn-Tuker del Problema (2.12), si puo determinare
analiticamente un nuovo punto ammissibile in cui la funzione obiettivo assume valore
strettamente inferiore e da cui si puo fare partire una nuova minimizzazione locale. Ta-
le minimizzazione locale produrra un nuovo punto di Kuhn-Tuker in cui la funzione e
strettamente diminuita rispetto al punto di Kuhn-Tuker ottenuto precedentemente. Ri-
petendo questo procedimento si possono produrre punti di Kuhn-Tuker con valori della
funzione obiettivo strettamente descrescenti. In particolare si puo definire il seguente
algoritmo
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Algoritmo per il Problema 2.12.
Passo 0: si determina un punto x{ tale che ||z{|| < r e si pone k = 0;

Passo 1: partendo da :132 si applica un algoritmo di ottimizzazione locale ottenendo un
punto di Kuhn-Tucker 2}, in cui il valore della funzione obiettivo non ¢ peggiorato
rispetto al punto :L'g;

Passo 2: Se ;¢ un minimo globale allora Stop;

Passo 3: si determina un punto z_; tale che ||z, || < r ed in cui il valore della
funzione obiettivo ¢ migliorato rispetto al punto x};

Passo 4: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

La prossima proposizione, mostrando che il Problema 2.12 ha un numero finito di punti
di Kuhn-Tucker, assicura che dopo un numero finito di applicazioni di minimizzaioni
locali si determina necessariamente un minimo globale.

Proposizione 2.3.3 Il numero di distinti valori della funzione obiettivo del Problema

(2.12) in punti di Kuhn-Tucker é limitato superiormente da min{2m +2,2n+ 1}, dove
m € il numero dei autovalori negativi distinti della matrice Q della funzione obiettivo.
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Capitolo 3

Introduzione ai Metodi di
Ottimizzazione Globale

In questo capitolo, dopo aver richiamato le proprieta dei metodi di ottimizzazione
locali, vengono riportati alcuni risultati che permettono di chiarire alcune difficolta
teoriche intriseche al problema di determinare il minimo globale di un problema di
minimizzazione e di delineare alcuni limiti necessariamente presenti nei vari metodi di
ottimizzazione globale.

3.1 Metodi di ottimizzazione locale

La maggior parte dei metodi ed algoritmi proposti in letteratura appartengono alla
classe chiamata metodi di ottimizzazione locale. Questa classe di metodi, partendo da
un punto iniziale g € R", cercano di produrre una sequenza di punti {x} che abbia una
”qualche proprieta di convergenza” verso punti di minimo locale del problema. Questi
metodi cercano di sfruttare tutte la informazioni locali che possono essere estratte
dal problema (per esempio: calcolo delle derivate prime della funzione obiettivo e dei
vincoli, calcolo delle derivate seconde, valutazione della funzione obiettivo e dei vincoli
in punti vicini al punto corrente) e di utilizzare il fatto che una qualsiasi funzione
puod essere approssimata localmente abbastanza bene da una funzione lineare o da
una funzione quadratica. In realta, in assenza di particolari proprieta della funzione
obiettivo e dei vincoli, le sequenze di punti prodotte da questi metodi non presentano
“proprieta di convergenza” verso dei minimi locali del problema, ma piuttosto verso
punti che soddisfano delle condizioni necessarie di ottimo locale.

3.1.1 Convergenza globale dei metodi locali per problemi non vinco-
lati

Come prima cosa importante da chiarire e che il termine convergenza globale non fa
riferimento ad una “convergenza” verso un minimo globale del problema ma, piuttosto,
al fatto che la particolare proprieta di convergenza vale qualsiasi sia il punto iniziale
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xg € R™ Mentre si definisce convergenza locale il caso in cui la particolare proprieta
vale solamente se il punto iniziale € contenuto in un particolare intorno del punto di
interesse.

Nell’ambito dei problemi di ottimizzaione non vincolata, lo studio delle proprieta teo-
riche dei vari metodi proposti viene frequentemente svolta ipotizzando che I'insieme di
livello £y (definito dalla (1.9) con F = R™) sia compatto. Questa assunzione garantisce
che la sequenza di punti prodotta appartenga ad un insieme compatto e che, quindi,
abbia dei punti di accumulazione.

La maggior parte degli algoritmi locali per problemi di ottimizzazione non vincolata
vengono definiti globalmente convergenti se presentano una proprieta del tipo:

comunque scelto un punto iniziale xo € R™ ogni (oppure un) punto di accumulazione
T € R" della sequenza di punti {xp} prodotta dall’algoritmo é un punto stazionario
della funzione obiettivo (cioé soddisfa le condizioni necessarie di ottimalita del primo
ordine) ed inoltre f(Z) < f(xg).

Recentemente sono stati proposti dei nuovi algoritmi che, a prezzo di un maggior co-
sto computazionale, sono in grado di selezionare maggiormente i punti stazionari che
vengono identificati dalla sequenza di punti prodotta dall’algoritmo. Infatti per questi
algoritmi piu recenti si puo stabilire la seguante proprieta di convergenza:

comunque scelto un punto iniziale To € R™ ogni punto di accumulazione T € R™ del-
la sequenza di punti {x} prodotta dall’algoritmo soddisfa le condizioni necessarie di
ottimalita del secondo ordine descritte in Proposizione 1.4.2) ed inoltre f(z) < f(xo).

3.1.2 Convergenza verso un minimo globale dei metodi locali per
problemi non vincolati

Molti algoritmi locali per problemi di ottimizazione non vincolata presentato una pro-
prieta estremamente interessante dal punto di vista dei metodi di ottimizzazione globa-
le. Infatti essi hanno la proprieta di essere “attratti localmente” da un minimo globale
x*. tale proprieta puo essere formalizzata nella seguente maniera.

Proprieta 1. Se {xy} é la sequenza di punti generata dall’algoritmo e se xx é un
minimo globale di f su R", esiste un € > 0 tale che se, per un indice k, si ha xj, €
B(z*;¢) allora:

(i) zx € B(a*;¢€) per tutti i k > k;

(i) limg_yoo 2k = *.

Se la funzione obiettivo f € due volte continuamente differenziabile in R™ e se nel
minimo globale z* € R™ di f su R" la matrice Hessiana V2 f(2*) & definita positiva, si
puo dimostrare molti metodi di ottimizzazione non vincolata presentano la precedente
proprieta. Tra questi si possono ricordare il metodo di Newton, la maggior parte delle
sue modifiche globalmente convergenti ed un ampia classe di metodi che non utilizzano
le derivate della funzione obiettivo.
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Come si vedra in seguito questa proprieta permettera di definire delle classi di algoritmi
di minimizzazione globale che cercano di sfruttare al loro interno le potenzialita dei
metodi di ottimizzazione locale.

3.1.3 Convergenza globale dei metodi locali per problemi vincolati

Come e facile intuire, i problemi di ottimizzaione vincolata presentano un ordine di
difficolta notevolmente piu alto rispetto a problemi non vincolati. Questo motiva il
numero limitato dei metodi locali globalmente convergenti proposti per risolvere questa
classe di problemi di ottimizzazione.

Analogamente al caso non vincolato, un algoritmo per problemi vincolati viene definito
globalmente convergente se, sotto opportune ipotesi (molto piu articolate che la sem-
plice compattezza di un insieme di livello richiesta per gli algoritmi per problemi non
vincolati), presenta la seguente proprieta:

comunque scelto un punto iniziale o € R™ ogni (oppure un) punto di accumulazione
T € R" della sequenza di punti {xy} prodotta dall’algoritmo é un punto di Kuhn-Tucker
( del problema vincolato (cioé soddisfa le condizioni necessarie di ottimalita del primo
ordine) ed inoltre, se xo € F, allora f(Z) < f(xo).

Da poco si & avviata un’attivita di ricerca nel campo dell’ottimizzaione vincolata rivolta
verso la definizione di metodi che siano in grado di convergere verso punti che soddisfano
le condizioni necessarie di ottimo del secondo ordine, cioe algoritmi che presentato delle
proprieta di convergenza del tipo:

comunque scelto un punto iniziale rg € R™ ogni punto di accumulazione T € R™ della
sequenza di punti {xy} prodotta dall’algoritmo soddisfa le condizioni necessarie di otti-
malita del secondo ordine (descritte in Proposizione 1.4.6) ed inoltre, se xog € F allora

f(@) < f(xo)-

3.1.4 Soluzione di sistemi di equazioni e disequazioni non lineari ed
algoritmi per problemi vincolati

Come detto precedentemente, gli algoritmi globalmente convergenti proposti per risol-
vere problemi di ottimizzazione vincolata sono in grado di determinare, a partire da
un qualsiasi punto iniziale, punti che soddisfano le condizioni di Kuhn-Tucker. Ricor-
dando la Proposizione 1.4.5, questi punti appartengono all’insieme ammissibile. Percio,
se si fa riferimento ad un problema del tipo (1.17), questi algoritmi sono in grado di
determinare punti che soddisfano il seguente sistema di equazioni e disequazioni non
lineari:

hi(z) = 0 j=1....q (3.1)
gi(z) < 0 i=1,...,m.
Viceversa, determinare la soluzione di un generico sistema di equazioni e disequazioni
non lineari del tipo (3.1) equivale a trovare un punto di Kuhn-Tuker di un problema

di minimizzazione in cui I'insieme ammissibile ¢ dato da tutti i punti che soddisfano le
(3.1) e la cui funzione obiettivo ¢ identicamente nulla (f(z) = 0 per ogni z € R").
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Come detto nella Sottosezione 1.2.1, un punto & € R" che soddisfa il sistema (3.1) &
anche un minimo globale di un problema di ottimizzazione non vincolata del tipo:

min  w(z) (3.2)
xr € R",

dove w(z) ¢ una qualsiasi funzione che penalizza la violazione del sistema (3.1), per
esempio:

w(x) = Zmax{o,gi(x)}2 + Z hj(x)?.
i=1 j=1

Questo sembrerebbe indicare che i metodi di ottimizzazione vincolata, sebbene di natura
locale, presentino anche potenzialita globali, infatti sarebbero in grado di risolvere una
importante classe di problemi di ottimizzazione globale (quella descritta da (3.2)).
Purtroppo, questa indicazione ¢ falsa. Infatti tutti questi metodi di ottimizzazione
vincolata, per essere globalmente convergenti, richiedono che siano verificate alcune
ipotesi. Queste ipotesi semplificano drasticamente la natura del Problema 3.2 e, in
particolare, sono in grado di garantire che questo problema puo essere risolto utilizzando
algoritmi locali.

Praticamente, tutti gli algoritmi di ottimizazione vincolata globalmente convergenti
richiedono, in maniera piti 0 meno nascosta, almeno la seguente ipotesi.

Assunzione 3.1.1 In ogni punto x € R™ che non soddisfa il sistema (3.1), il sequente
sistema di equazioni:

Z a;Vgi(z) + Z 5th](l‘) =0,

ie{i:g:(z)>0} j€{j:h;(x)#0}
dove a; € Ry, coni € {i: g;(x) >0} e 3 €ER, conj € {j: h;(x) # 0}, implica che

a; =0, i€ {i:g(x) >0}, Bj=0,  je{j:h;x)#0}

La precedente assunzione puo essere interpretata come un indebolimento della richiesta
che, in ogni punto non ammissibile, i gradienti dei vincoli violati siano linearmente
indipenenti. Se vale I’Assunzione 3.1.1, la difficolta di determinare il minimo globale
del Problema (3.2) si semplifica drasticamenete, infatti si ha la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.1 Se vale I’Assunzione 3.1.1 allora ogni punto stazionario del Pro-
blema (3.2) é un minimo globale dello stesso problema.

Prova. Sia € R™ un punto stazionario del Problema (3.2), cio¢ un punto tale che:

m q
Vw(z) = Z 2max{0, g;(7)}Vg;(T) + Z 2h;(z)Vh;(z) = 0. (3.3)
i=1 j=1
La precedente relazione che puo essere riscritta nella seguente maniera:
Vw@ = Y  aVg@+ Y. BVhiz) =0, (3.4)
iefi:g;(z)>0} j€{:h;(2)7#0}
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con o; = 2max{0,¢;(z)} e B; = 2h;(Z).

Se per assurdo il punto Z non fosse il minimo globale si avrebbe che w(z) > 0. Ricor-
dando la definizione di w, seguirebbe che qualche relazione del sistema (3.1) sarebbe
violata e che, quindi, esisterebbe almeno un indice ¢ tale che a; = 2max{0,¢;(z)} >0
oppure un indice j tale che B5 = 2h;(x) # 0. Ma D'esistenza di questi indici e la (3.4)
produrrebbero un assurdo con 1’Assunzione 3.1.1. O

3.2 Caratterizzazione dei problemi di ottimizzazione glo-
bale

Per quanto richiamato nella precedente sezione, tutti i metodi locali per la programma-
zione non lineare possono al pitt determinare punti che soddisfano le condizioni neces-
sarie di ottimo locale e che quindi potrebbero addirittura non essere punti di minimo
locale. Percio questi metodi sono soddisfacenti in tutti quei problemi applicativi in cui
si vuole migliorare una situazione iniziale. Tale situazione iniziale ¢ rappresentata dal
vettore xg € F a cui corrisponde una prestazione descritta dal valore della funzione
obiettivo f(xg). Percio, in questi casi € sufficiente determinare un punto € F in cui
f(Z) < f(zp) e che possa essere considerato un buon candidato ad essere un minimo
locale (cio¢ un punto che almeno soddisfi le condizioni necessarie di ottimi locale).

Sfortunatamente, come visto brevemente nel primo capitolo, in molti problemi appli-
cativi e, invece, assolutamente necessario deteminare il minimo globale di una funzione
obiettivo su un insieme ammissibile. Tali problemi vengono spesso meglio caraterizzati
descrivendoli nella seguente maniera piu espicita:

min glob f(z) (3.5)
x e F.

La maggiore difficolta a risolvere in maniera soddisfacente questo tipo di problemi segue
fondamentalmente dai seguenti due aspetti:

- la presenza di un elevato numero di minimi locali di cui solo alcuni sono anche minimi
globali e spesso con valori estremamente diversi della funzione obiettivo;

- la mancanza di caratterizzazioni matematiche semplici dei punti di minimo globale.

Il primo punto mette in evidenza 'assoluta inadeguatezza dei metodi locali a risolvere
anche in maniera approssimata un problema di ottimizzazione globale. Invece, il secon-
do punto indica che, a differenza dei metodi locali, le condizioni di ottimalita proposte
per caratterizzare i minimi globali non sono direttamente utizzabili come basi su cui
ispirarsi per definire nuovi algoritmi di ottimizzazione globale. Nel seguito riportiamo
alcuni esempi di tali caratterizzazioni matematiche dei minimi globali. Tuttavia, ogni
trattazione teorica riguante i problemi di ottimizzazione globale, puo essere effettuata
se I'insieme ammissibile F e sufficientemente regolare. Per assicurare questa regolarita
viene spesso richiesta la seguente assunzione.
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Assunzione 3.2.1 L’insieme ammissibile F C R™ é un insieme non vuoto e compatto

ed ¢ tale che:
F = Cl(Int(F)), (3.6)

dove CI() indica la chiusura di un insieme e Int() linterno di un insieme.

Spesso, in letteratura, insiemi che soddisfano all’Assunzione 3.2.1 vengono detti insiems:
robusti.

Si puo notare che la relazione (3.6) implica che un insieme robusto F gode della seguente
proprieta:

comunque scelti T € F e £ > 0 esiste un punto T tale che & € B(Z,&) N Int(F).

Cioe in ogni intorno di un punto appartenente ad un insieme robusto esiste un punto
interno all’insieme stesso. Questo, per esempio, esclude che l'insieme contenga punti
isolati.

Nella fieura (3.1) & riportato un esemnio di un insieme che non soddisfa la relazione

F =
,’,” \\\\
Int(F)= ) F = Cl(Int(F))
S o
Cl(Int(F)) =

Figura 3.1: Esempio di un insieme che non ¢ robusto.
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3.2.1 Condizioni di ottimalita globale

Le condizioni di ottimalita globale devono essere in grado di idendificare i minimi globali
distinguendoli dai minimi locali e dagli altri punti stazionari. Percido devono essere in
grado di tener conto del comportamento globale della funzione obiettivo.

Una delle prime e delle piti note condizioni di ottimalita globale ¢ la seguente.

Teorema 3.2.1 Sia F C R"™ un insieme che soddisfa I’Assunzione 3.2.1 e sia f una
funzione continua su F. Un punto z* € F & un minimo globale di f su F se e solamente
se linsieme di livello L* :== {x € F : f(z) < f(a*)} ha misura (di Lebesgue) nulla, cioé

meas(L*) = 0.

Prova. Si assuma, per assundo, che meas(L*) = 0 e che 2* non sia un minimo globale
di f su F. Se x* non fosse un minimo globale esisterebbe un punto z € F tale che

f(@) < f(z").
Per la continuita della funzione obiettivo seguirebbe che
f(@) < f(=%),

per tutti i punti x appartenenti ad un intorno sufficientemente piccolo di z. Utilizzan-
do I"’Assunzione 3.2.1, in questo intorno di Z ci sarebbe un punto interno all’insieme
ammissibile, quindi esisterebbe un punto Z € Int(F) tale che:

f(@) < fz").

Percio esisterebbe un £ > 0 tale che I'intorno B(Z,¢) di Z sarebbe strettamente conte-
nuto nell’insieme ammissibile F e che, per ogni 2’ € B(Z,¢), si avrebbe:

fl@') < f(@*).
Quindi, ricordando la definizione di L£*, si otterrebbe
B(z,¢) C L¥,
da cui si avrebbe 'assurdo
0 = meas(L") > meas(B(z,&)) > 0.
Se, invece, x* fosse un minimo globale di f su F e si avesse che
meas(L*) >0

allora l'insieme £* non sarebbe vuoto. Quindi, esisterebbe un £ € L£*, cio¢ un punto
T € F tale che:

f@) < f@")
e, quindi, * non sarebbe un minimo globale di f su F. O
Nella figura (3.2) sono riportati due esempi di insiemi £*: il primo esempio si riferisce

al caso in cui il punto z* non € un minimo globale, il secondo invece descrive il caso in
cui il punto z* e il minimo globale della funzione.
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f(x)

v“v”\/v/

N

{xOF:f(x)< f(x*)};éq)

f (%)

—
{xDF:f(x)< f(x*)}:¢

Figura 3.2: Insiemi £* nel caso in cui z* non & minimo globale e nel caso che x* & minimo
globale.
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Una differente caratterizzazione dei punti di minimi globale puo essere stabilita nel caso
di funzioni positive sull’insieme ammissibile. Infatti per questa classe di problemi si ha
la seguente condizione di ottimalita.

Teorema 3.2.2 Sia F C R"™ un insieme che soddisfa I’Assunzione 3.2.1 e sia f una
funzione continua su F e tale che f(x) > 0 per ogni x € F . Un punto z* € F é un
minimo globale di f su F se e solamente se la sequenza {13}, con

=], [];f(g>)]kd$’

e limitata.

L’ipotesi che la funzione sia positiva sull’insieme ammissibile non ¢ particolarmente
restrittiva da punto di vista teorico in quanto, come € noto, una funzione continua su un
insieme ammissibile compatto ¢ limitata inferiormente. Infatti, se f;,; ¢ una sottostima
del suo valore ottimo, si puo sostituire la funzione originale con f(x) = f(x) — fins > 0.

Per descrivere una recente condizione di ottimalita € necessario richiamare la definizione

di involucro convesso di una funzione la seguente definizione.

Definizione 3.2.3 (Involucro convesso di una funzione) Sia F C R" un insieme
convesso e sia f una funzione continua su F, si definisce involucro convesso di f(x) su
F una funzione co(f(x)) tale che:

i) co(f(x)) é convessa su F;
ii) co(f(x)) < f(x) per ogni x € F;

iii) se f(z) ¢ una funzione convessa su F tale che f(x) < f(z) per ogni x € F, allora
si ha che f(x) < co(f(x)) per ogni x € F.

Dalla precedente definizione segue che la funzione co(f(z)) € la migliore sottostima
convessa della funzione f(x).

La funzione co(f(x)) presenta interessanti proprieta alcune di queste descritte nella
seguente proposizione.

Proposizione 3.2.4 Sia F C R™ un insieme convesso non vuoto e compatto, sia f una
funzione continua su F. Allora ogni minimo globale di f(x) su F & anche un minimo
globale di co(f(x)) su F ed il valore ottimo di f(x) coincide con quello di co(f(x)).

Prova. Siaz* € F un minimo globale di f(x) su F. Per la proprietaii) della Definizione
3.2.3 si ha:

co(f(x")) < f(z7).
Se fosse co(f(x*)) < f(z*) allora la seguente funzione

f(@) = max{f ("), co(f(x))},
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sarebbe una funzione convessa (in quanto il massimo di due funzioni convesse) tale che

f(@) # co(f(x)) e
co(f(x)) < f(x) < f(x), perogni z e F.

Questo, pero, contraddirebbe la proprieta iii) della Definizione 3.2.3. Percio si deve
avere necessariamente che:

co(f(z")) = f(z7) (3.7)

Utilizzando la (3.7), la definizione della funzione f(z) e la proprieta iii) della Definizione
3.2.3, si ottiene che:

co(f(a*)) = f(z*) < f(x) < co(f(x)), perogni « € F,

che implica che il punto z* & anche un minimo globale della funzione co(f(z)) su F.
Infine la (3.7) assicura anche che i valori ottimi della funzione f(x) e della funzione
co(f(z) su F coincidono. O

f (%)

co(f(x))

*

X

Figura 3.3: Esempio di involucro convesso di una funzione.

La funzione co(f(x)) puo essere utilizzata per dare una ulteriore caratterizzazione dei
minimi globali non vincolati di una funzione continuamente differenziabile.

Teorema 3.2.5 Sia f una funzione continuamente differenziabile su R"™. Un punto
x* € R™ é un minimo globale di f su R™ se e solamente se le sequenti condizioni sono
verificate:
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i) Vf(z*) = 0;
ii) co(f(z*)) = f(a¥).

Dai precedenti risultati emerge che la funzione co(f(z)) potrebbe avere un ruolo si-
gnificativo nella definizione di metodi di ottimizzazione globale. Purtroppo la sua
utilizzazione e limitata per il fatto che, per problemi generali, non si ha una sua rap-
presentazione semplice. Infatti nel caso in cui la funzione f(x) sia continua su R"
e soddisfi ipotesi ragionevoli (al piu il fatto che la funzione f(x) sia coercitiva, cioe
lim o0 f() = 00) si possono dare le seguenti espressioni equivalenti della funzione

co(f(x)):

co(f(z)) = Sup{aTx —b:a€R"“bER, a'%—b< f(F) Vic R"}, (3.8)

n+1 n+1 n+1

co(f(x)) = inf{z aif(z;) : x; € R, o; € Ry, Z o; =1, Z ;T = x},(3.9)

i=1 i=1 =1

colf (@) = sup{ s —sup{ 73 — (@)} . (3.10)

p

La (3.8) mostra che in ogni punto la funzione co(f(x)) € costituita dall’estremo superiore
delle funzioni lineari che sottostimano la funzione f(z).

La (3.9) mostra, invece, che il valore della funzione co(f(z)) nel punto z ¢ dato dall’e-
stremo inferiore di particolari combinazioni dei valori della funzione obiettivo calcolati
nei punti di vertice di simplessi contenenti il punto z. I coefficenti di tali combinazione
sono dati dai pesi che permettono di rappresentare il punto z in funzione dei vertici del
simplesso considerato.

Infine la (3.10) mostra che la funzione co(f(z)) coincide con la funzione coniugata della
funzione coniugata della f(x). Infatti la funzione coniugata di f(z) ¢ definita da:

f(p) = Sgp{pT:c - f(w)},
mentre la funzione coniugata di f*(p) ¢ data da:
(@) = Sgp{pTw - f*(p)}-

Dalla (3.10) segue che
co(f(x)) = f™ ().

Il prossimo Teorema e la sua prova non fanno parte del programma di esame
Una differente condizione di ottimalita puo essere ottenuta nel caso particolare in cui

la funzione obiettivo sia esprimibile come differenza di una funzione generale e di una
funzione convessa. In particolare si ha il seguente risultato.
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Teorema 3.2.6 Sia F C R"™ un insieme convesso, non vuoto e compatto. Sia f una
funzione continua data da

f(@) = fi(z) = fal2), (3.11)

dove f1 & continua su F e fo € convessa e continuamente differenziabile su F. Allora il
punto x* € F & un minimo globale di f su F se e solamente se la sequente condizione
vale:

comunque scelto un € > 0, ogni direzione d € R™ tale che:

fo(x) > fo(z®) + d¥ (z — 2*) — ¢, per ogni  x € F, (3.12)
implica anche che:
fi(@) > filz®) +d¥ (z — %) — e, per ogni  x € F, (3.13)

Prova. Sia x* € F un minimo globale di f su F e si supponga, per assurdo, che
la condizione di ottimalita descritta dal teorema non sia vera. Questo implicherebbe
l'esistenza di un valore & > 0, di una direzione d € R" e di un punto Z € F tali che,
dalla (3.12), si avrebbe

f2(Z) — fo(x*) > d¥(z — 2*) — ¢, (3.14)
mentre, dalla negazione della (3.12), si otterebbe:
[@) = file) <d"(@—a%) - (3.15)
Cambiando segno ai termini della (3.14) si avrebbe:
—fo(@) + fo(a*) < —d" (2 — 2*) + & (3.16)

Sommando tra di loro i termini di sinistra e di destra della (3.15) e della (3.16) si
ricaverebbe:

f[1(®) = fo(7) < fi(z®) — fa(2?),

da cui, ricondando I'espressione di f, si avrebbe ’assurdo che

f(@) < fz").

Si supponga, ora, che la condizione di ottimalita descritta dal teorema sia vera. Sia &
un qualsiasi punto nell’insieme ammissibile F e si scelga la direzione

d =V fo(T).
Dalla convessita e differenziabilita della fs si ha:
fao(x) > fo(z) + d¥ (z — 7) per ogni x € F. (3.17)
Percio si puo definire la seguente costante non negativa:

E= fo(z*) — fo(z) —d' (z* —T) > 0. (3.18)
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Dalla (3.17) e dalla (3.18) si puo affermare che la direzione d soddisfa la seguente
relazione
fo(x) > folz®) +d (x —2*) —&  perogni =€ F, (3.19)

Infatti, per ogni x € F, si ha:
fo(z) = fo(z*) —dT (x — %) + &

= fo(x) = fo(a*) = d"(x — 2*) + fo(a*) = fo(z) — d" (a* — T)
= fo(x) = fo(z) —d"(x —T) >0

Utilizzando la (3.19) e la condizione di ottimalita del teorema si ha che la direzione d
soddisfa anche la relazione:

fi) > fi@x®) +dT(x —a*) — & per ogni x € F. (3.20)

Utilizzando la (3.20) nel punto Z € F e ricordando la definizione di €, data dalla (3.18),
si ha:

h@) = Al +d (@ —a") -2
= fi(@*) +d* (T — 2%) — f2(a*) + fo(T) + d" (z* — 7) (3.21)
= fi(@*) = fa(z™) + f2(2).

In conclusione, dalla definizione della funzione f(x) e dalla (3.21) si ottiene che, per
ogni T € F, risulta

f(@) = f1(Z) = f2(2) > fr(a") = fa(z™) = f(2¥),

che completa la dimostrazione. [

3.2.2 Caratterizzazione dei minimi globali unici

Nel caso in cui una funzione f abbia un solo minimo globale sull’insieme ammissibile
F, si puo caratterizzare ulteriormente tale minimo globale come descritto dal seguente
teorema.

Teorema 3.2.7 Sia F C R™ un insieme che soddisfa I’Assunzione 3.2.1 e sia f
continua su F. Se la funzione f ha un unico minimo globale x* su F allora per

1=1,...,n
/ zie k@ gy
lim 20— =37 (3.22)
F
Prova. Per dimostrare il teorema basta provare che, per ogni ¢ = 1,...,n, le sequenze
{¢}.} con

/ |2 — 2t |e ™ * @) dy
O = -

/ oHF @) 4oy
].'
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sono tali che
lim ¢% = 0.
k—o0
Cioe si deve dimostrare che comunque scelto un € > 0 esiste un indice k. tale che per
tutti gli indici k& > k. si ha:
¢}, < e. (3.24)

Per qualsiasi fissato € > 0, sia B il seguente intorno aperto
€
B.={zeF:|z—z"< 5}

Utilizzando questo intorno, si puo riscrivere la (3.23) nella seguente maniera:

' / |x; — :I:,*|e"ff(x)d:g / |2 — $?|e—kf(m)dx
O = Be 4 F\Be . (3.25)

/ k@) gy / k@) gy
F F

Per quanto riguarda il primo termine della sommatoria si ha, ricordando la definizione

di B;:
/ |2 — af|e™* @ dy . /B e FF @) dy

Bs < _
/ o—HF@) 4o —2 / o—HRF @) 4o
F F

Per quanto riguarda,invece, il secondo termine della somma in (3.25) puo essere riscritto
nella seguente forma:

/ s — ate M @ g / 2 — a e FU@=F @) g
F\Be

/ R iy a / R @)= F@) gy
F F

3
< - 2
< (3.26)

(3.27)

Poiche, dall’Assunzione 3.2.1, I'insieme F & un insieme compatto e poiché z* & I'unico
minimo globale di f su JF, esistono due costanti M > 0 e § > 0 tali che, per tutti
x € F\ B, si ha:

[l — 2| < M,
flx) = f(a) =6,
per cui dalla (3.27) si ha:

ek (@) g / kb g
/]-‘\BE [z - zile v <M F\Be ‘ v <M meas(F \ B;)e *
/ @) gy - / R @@ gy / R @~ FE@) gy
F F F

(3.28)

Utilizzando la continuita della funzione f e sfruttando di nuovo il fatto che I'insieme F
soddisfa 1’Assunzione 3.2.1 si ha che esiste un sottoinsieme W, tale che:

W. C F, meas(We) > 0,

flx)— f(z*) < per tutti x € W-.
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Utizzando questo sottoinsieme e la (3.28) si ottiene:

|z; — :Eﬂe_kf(m)da: B -
/f\Bs < Mmeas(}"\Be)e kd < Mmeas(}"\Bg)e k(5/2)

< < . (3.29)
/ k@) g / o—k(6/2) g meas(W;)
F .
da cui segue che esiste un indice k. tale che, per tutti gli indici & > k., si ha:
/ |z — e * @) dy —k(65/2)
f\Bs < Mmeas(f \ BE)e S % (330)

/ oK@ gy - meas(Wy)
f

Concludendo la (3.25), (3.26) e la (3.30) provano la (3.24) e, quindi, dimostrano la tesi
del teorema. ]

3.3 Proprieta generali dei metodi di ottimizzazione glo-
bale

Come hanno mostrato le condizioni di ottimalita globale riportate nella sezione prece-
dente, i punti di minimo globale di un generico problema di ottimizzazione non sono
caratterizzabili matematicamente in modo semplice. Questo fatto rende difficile, da
punto di vista teorico, la definizione di algoritmi di ottimizzazione in grado di determi-
nare un punto di minimo globale. Infatti, la complessita delle condizioni di ottimalita
globale porta sia all’impossibilita di sfruttare dal punto di vista algoritmico il fatto che
un punto prodotto dall’algoritmo non ¢ un minimo globale e sia alla difficolta di definire
dei criteri di arresto efficienti, cioe relativamente semplici ed affidabili.

Per cercare di superare le precedenti difficolta gli algoritmi proposti in letteratura
utilizzano due approcci differenti:

- algoritmi che utilizzano informazioni globali sul problema di ottimizzazione;
- algoritmi che utilizzano informazioni locali sul problema di ottimizzazione.

Gli algoritmi che utilizzano informazioni globali sono in grado di produrre sequenze di
punti che hanno interessanti proprieta di convergenza. Tuttavia essi richiedono o ipo-
tizzano la conoscenza di informazioni “a priori” sul problema da risolvere, per esempio:
la struttura particolare del problema come la convessita o la concavita, la costante di
Lipschitz della funzione obiettivo e dei vincoli, i limiti superiori sulle derivate prime o
seconde delle funzioni che descrivono il problema, valore ottimo della funzione obietti-
vo, il numero di minimi globali. Purtroppo tali informazioni globali sono difficilmente
disponibili nei problemi reali e questo, in qualche maniera, puo limitare ’applicabilita
di questa classe di metodi.

Gli algoritmi che utilizzano informazioni locali fanno riferimento, invece, a grandezze
e quantita del problema di ottimizzazione facilmente ottenibili durante le iterazioni
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dell’algoritmo, come, per esempio: i valori della funzione obiettivo e dei vincoli nei
vari punti prodotti dall’algoritmo stesso, i valori delle derivate delle funzioni che de-
scrivono il problema (se disponibili). Anche tutte le informazioni ottenibili da formule
ed espressioni che utilizzano e combinano le precedenti quantita sono di tipo locale.
Esempi di questo genere sono 'uso di formule di interpolazione o di estrapolazione, del
punto prodotto dall’algoritmo in cui si € ottenenuto il piu basso valore della funzione
obiettivo, della massima pendenza della funzione obiettivo incontrata tra due punti.
Non richiedendo informazioni “a priori” sul problema, questa classe di metodi ha una
ampia applicabilita. Tuttavia, per cercare di avere una qualche proprieta di convergenza
verso minimi globali, questi metodi devono estrarre durante le loro iterazioni delle in-
formazioni sul comportamento globale della funzione obiettivo sull’insieme ammissibile
F. Questo viene fatto cercando di“campionare” (cio¢ valutare) la funzione obiettivo
in un numero sufficientemente grande di punti appartenenti all’insieme ammissibile F.
A seconda di come viene effettuato questo campionamento, i metodi appartenenti a
questa classe si dividono in:

- metodi deterministici, dove i punti in cui viene valutata la funzione obiettivo so-
no determinati utilizzano le informazioni sulla funzione gia ottenute durante le
iterazione dell’algoritmo;

- metodi probabilistici, dove i punti in cui la funzione viene campionata sono dei vet-
tori aleatori distribuiti uniformemente o secondo leggi che tengono conto delle
informazione estratte dall’algoritmo.

In entrambe queste classi di metodi, 'ideale sarebbe quello di eseguire un campiona-
mento della funzione obiettivo che privileggiasse le zone in cui & localizzato un minimo
globale e che fosse in grado di assicurare la convergenza dell’algoritmo verso minimi
globali.

Nel seguito si descriveranno alcuni risultati che chiariscono il legame tra il modo di
campionare la funzione obiettivo e le proprieta di convergenza dell’algoritmo verso i
minimi globali.

Per introdurre questi risultati € necessario definire formalmente quali sono le carat-
teristiche di un algoritmo che utilizza informazioni locali. Questo puo essere fatto
introducendo la seguente definizione.

Definizione 3.3.1 Si definisce algoritmo che utilizza informazioni locali un algoritmo
che, ad ogni iterazione k, presenta le sequenti caratteristiche:

i) il nuovo punto prodotto xpq dipende solamente dalla funzione f: F — R, a cui

e applicato 'algoritmo, e da un certo numero di punti :%2,:%}6, .. ,i’ﬁk, m cui St
sono estratte le informazioni sul problema da risolvere, cioé esiste un operatore
D tale che
—D(f ~0 ~1 ~pk).
Th+1 = ,ZEk,IIJ‘k,...,IEk N

ii) se esiste un insieme N C F e due funzioni f : F — R e f:F — R tali che:

f(z) = f(x), per ogni reN
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e se 1 punti :%2,5:,16, .. ,i’ﬁk utilizzati dall’algoritmo sono tali che:
e N, per ogni i=0,...,pk

allora U'algoritmo produce lo stesso punto xi11 sia se e applicato alla funzione f
e sia se € applicato alla funzione f, cioe si ha

~0 ~1 ~PEY F~0 ~1 ~Pk
D(f?'xk?xka"' y Lp, ) - D(faxk7xk7"'7xk )
Per analizzare in generale le proprieta di convergenza di algoritmi di ottimizzazione
globale € necessario richiamare la seguente proposizione.

Proposizione 3.3.2 Comunque scelti due scalari e1 > 0 e g9 > 0 con €1 > &2, i puo
definire una funzione s(-;e1,e2) : R™ — R infinitamente differenziabile tale che:

s(w;e1,e9) =1, se lz|| < eo,
0 < s(x;er,e2) < 1, se g9 < |lz|| < e1,
s(z;e1,e2) =0, se lz|| > e1.

Prova. Un modo per definire una funzione che soddisfa le proprieta descritte dalla
proposizione ¢ il seguente.

Per ogni e; > 0 e g5 > 0, con €1 > &9, si possono introdurre le seguenti funzioni
infinitamente differenziabili:

1
T2 2
e €1 lIZlIP g lz]| < e
si(wye1) =
0 se ||lz]| = &
1
Tl — 22
e lIzIP =3 g lz|| > €2
so(w362) =
0 se ||z < es.

Utilizzando le presecedenti funzioni, si puo definire la seguente funzione:

s1(z;e1)
s1(z;e1) + sa(x;e9)

s(xz,e1;69) = (3.31)

E facile verificare che la funzione s(x,e1;€2), oltre ad essere infinitamente differenziabile,
soddisfa anche le altre richieste della proposizione, infatti:

- se ||z|| > &1 allora s1(z;61) = 0 e so(x;e2) > 0 da cui segue che s(x;e1,e2) = 0;
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- se g9 < |lz|| < 1 allora si(x;e1) > 0 e so(x;62) > 0 da cui segue che 0 <
s(w;e1,62) < 1

- se ||z|| < eq allora si(z;e1) > 0 e sa(z;e2) = 0 da cui segue che s(z;e1,e2) = 1.0

La precedente proposizione mostra che una qualsiasi funzione puo essere perturbata
arbitrariamente in un punto Z lasciandola immutata in tutti i punti in cui & definita
con ’esclusione di un prefissato intorno di un punto Z. Per esempio, data una funzione
f+R"™ = R, un punto € R" ed un scalare o € R, la funzione

f(x) = f(x) + (o= f(2))s(x — Z;6,6/2)

coincide con la funzione f(z) per ogni x € R" \ B(Z;¢) ed ¢ tale che f(#%) = a. Inoltre
la nuova funzione f ha le stesse proprieta di regolarita della f, cio¢ se, per esempio, f
¢ due volte continuamente differenziabile continua ad esserlo anche la f.

Da quanto osservato segue facilmente la seguente proposizione.

Proposizione 3.3.3 Comunque scelti una funzione f : F — R, un punto T € F ed
uno scalare € > 0, si puo definire una nuova funzione f: F — R tale che:

- ha le stesse proprieta di continuita di f;
- f(@) = f(x) per ogni x € F \ B(;¢);
- il punto & € F ¢ l'unico minimo globale della funzione f su F.

Prova. La dimostrazione segue osservando che un esempio di una funzione f che gode
delle proprieta descritte dalla proposizione ¢ il seguente:

fl@) = fa) + (—ae o731 — f(2))s(z — F:e,2/2),

dove « ¢ tale che
a >

min f(z)

zeF

O

A questo punto & possibile analizzare le proprieta di convergenza degli algoritmi di
ottimizzazione globale che utilizzano informazioni locali.

3.3.1 Proprieta di convergenza degli algoritmi di ottimizzazione glo-
bale deterministici che utilizzano informazioni locali

Il primo teorema considera una prima possibile proprieta di convergenza dei punti
prodotti dall’algoritmo, cioe il caso in cui un minimo globale del problema possa coin-
cidere con un punto prodotto dall’algoritmo oppure € un punto di accumulazione della
sequenza prodotta.
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Teorema 3.3.4 Sia F C R" un insieme che soddisfa I’Assunzione 3.2.1, sia C linsie-
me delle funzioni continue su F. Per ogni funzione f € C, sia x* un suo minimo globale
su F e sia {xk} la sequenza di punti generata da un algoritmo di ottimizzazione globale
che usa informazioni locali (Definizione 3.5.1) quando applicato alla minimizzazione di
f su F. Allora, per ogni funzione f € C, esiste un indice k tale che x, = x* oppure z*
é un punto di accumulazione della sequenza {x} se e solamente se, per ogni funzione
f € C, i punti prodotti dall’algoritmo, al tendere di k all’infinito, formano un insieme
denso su F (cioé comunque scelti v € F e > 0 esistono un k ed un xy, tali che k <k
e x, € B(x;e)).

Prova. La sufficienza segue direttamente dalla definizione di insieme denso su F.
Infatti dalla densita segue che comunque scelto un € > 0 esistono un indice k ed un
punto zj tali che k < k e x € B(x*;¢). Sia {¢;} una sequenza tale che

€ >¢€ip1 >0 per ogni ¢,
lim ¢; = 0.
1— 00
Se si indica con k; il piu piccolo indice k € {0,1,2,...} tale che
Tk, € B(LE*;EZ'),

segue che:

lim z, = 2*.

71— 00
Per dimostrare la necessita si supponga che esista una funzione f € C per cui 'insieme
dei punti prodotti dall’algoritmo non formi un insieme denso su F. Allora esisterebbe
un punto £ € F e un € > 0 tali che

xr ¢ B(T;€), per tutti k. (3.32)

Sfruttando la Proposizione 3.3.2 si potrebbe costruire una funzione f € C che coinci-
derebbe con la funzione f al di fuori della sfera B(Z;€) e che avrebbe il suo minimo
globale Z all’interno della sfera B(Z;é€).

Ricordando la Definizione 3.3.1, un algoritmo che usa informazioni locali produrebbe
una stessa sequenza di punti sia se applicato alla funzione f e sia se applicato alla
funzione f. Percid, tenendo conto della (3.32), non ci potrebbe essere un indice k
tale che x; = Z ne & potrebbe essere un punto di accumulazione della sequenza {x}}
prodotta dall’algoritmo. O

La proprieta di convergenza considerata nel precedente teorema puo non essere comple-
tamente soddisfacente. Infatti la mancanza di condizioni di ottimalita utilizzabili porta
al fatto di non saper riconoscere un minimo globale nel caso coincidesse con un punto
prodotto dall’algoritmo e di non saper individuare la sottosequenza che sta convergendo
al minimo globale. Piu interessante sarebbe stabilire che tutti i punti di accumulazione
della sequenza prodotta sono dei minimi globali del problema. Purtroppo dal prece-
dente teorema deriva un risultato negativo circa la possibilita di garantire questo tipo
di convergenza, come descritto dalla seguente proposizione.
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Proposizione 3.3.5 Sia F C R"™ un insieme che soddisfa I’Assunzione 3.2.1, sia C
l'insieme delle funzioni continue su F. Per ogni funzione f € C che non sia una
costante, la sequenza di punti {xy} generati da un algoritmo di ottimizzazione globale
che usa informazioni locali (Definizione 3.3.1) non gode della proprietd che ogni suo
punto di accumulazione é un minimo globale di f su F.

Prova. Se ogni suo punto di accumulazione della sequenza di punti {x;} generati dal-
P’algoritmo fosse un minimo globale di f su F allora il Teorema 3.3.4 implicherebbe che
i punti generati dall’algoritmo formerebbero un denso su F. Dalla definizione di insie-
me denso si avrebbe che ogni punto dell’insieme F sarebbe un punto di accumulazione
della sequenza di punti {z\} (basta ripetere la prima parte della prova del precedente
Teorema facendo riferimento ad un qualsiasi punto x € F). Si avrebbe, quindi, I’assur-

do che ogni punto dell’insieme ammissibile F sarebbe un minimo globale del problema.
O

3.3.2 Proprieta di convergenza degli algoritmi di ottimizzazione glo-
bale probabilistici che utilizzano informazioni locali

Risultati analoghi a quelli ottenuti per algoritmi deterministici, si possono stabilire per
gli algoritmi di ottimizzazione globale probabilistici che utilizzano informazioni locali.
Infatti si puo stabilire il seguente teorema he € I'analogo del Teorema 3.3.4.

Teorema 3.3.6 Sia F C R™ un insieme che soddisfa I’Assunzione 3.2.1, sia C l'insie-
me delle funzioni continue su F. Per ogni funzione f € C, sia x* un suo minimo globale
su F e sia {xy} la sequenza di punti aleatori generati da un algoritmo di ottimizzazione
globale probabilistico che usa informazioni locali (Definizione 3.3.1) quando applicato
alla minimizzazione di f su F. Sia p € (0,1). Allora, comunque scelta una funzione
f € C, la probabilita che esiste un indice k tale che x = x* oppure che * ¢ un punto di
accumulazione della sequenza {x} € maggiore di p se e solamente se, comunque scelta
una funzione f € C, la probabilita che un qualsiasi punto di F appartenga alla chiusura
dei punti generati dall’algoritmo, al tendere di k all’infinito, é maggiore di p.

L’analogo del Teorema 3.3.5 diventa, nel caso di algoritmi probabilistici, il seguente
risultato.

Teorema 3.3.7 Sia F C R™ un insieme che soddisfa I’Assunzione 3.2.1, sia C l'in-
sieme delle funzioni continue su F. Allora comunque scelto un valore p € (0,1), per
ogni funzione f € C che non sia una costante, la probabilita che la sequenza di pun-
ti {z} generati da un algoritmo di ottimizzazione globale che usa informazioni locali
(Definizione 3.3.1) non goda della proprieta che ogni suo punto di accumulazione é un
minimo globale di f su F & maggiore di p.

Come notato per i Teoremi 3.3.4 e 3.3.5, anche i Teoremi 3.3.6 e 3.3.7 continuano a
valere nel caso di funzioni continuamente deifferenziabili oppure nel caso di funzioni
due volte continuamente differenziabili.
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3.4 Metodi di ottimizzazione globale

La maggior parte dei metodi proposti in letteratura considerano dei problemi di otti-
mizzazione globale che hanno la seguente struttura.

min f(z) (3.33)
x €D,

dove la funzione f : D — R & almeno continua e I'insieme D C R™ ¢ dato da:
D={zxeR":1l<z<u}, (3.34)

dove [ € R"™ e u € R"™ sono due vettori dati.
L’insieme dei punti di minimo globale del precedente problema & rappresentato da:

X*={z"e€D: f(z") < f(x), pertutti z € D}, (3.35)
mentre il valore ottimo della funzione obiettivo ¢ rappresentato da:

= f(z"), con xt e X*. (3.36)

Molto spesso si ipotizza anche che i due vettori siano stati scelti in maniera tale che i
minimi globali della funzione f su D siano interni all’insieme D.

In altre parole i problemi globali maggiormante affrontati sono quelli non vincolati
oppure quelli che hanno vincoli molto semplici che impongono solamente dei limiti
superiori ed inferiori sulle componenti del vettore delle variabili.

Molto piu limitatata e stata 'attivita di ricerca verso problemi di ottimizzazione globale
con vincoli piu complessi. Questo & dovuto alla complessita di questi problemi vincolati
che rende inapplicabile gran parte dei risultati e metodi proposti per i problemi del
tipo (3.33). Comunque, da punto di vista pratico e teorico, I'uso di funzioni di penalita
esatte o lagrangiani aumentati esatti puo costituire uno strumento efficace per affrontare
problemi di ottimizzazione globale vincolata.

Una descrizione completa ed approfondita dei molti metodi proposti per risolvere pro-
blemi di ottimizzazione del tipo (3.33) richiederebbe una trattazione molto complessa
e molto lunga. Quindi, nei capitoli successivi, allo scopo di fornire un’introduzione
all’argomento, ci si limitera a considerare solamente alcune classi particolari di metodi
di ottimizzazione globale. La scelta si € rivolta principalmente verso metodi che, da
una parte, fossero relativamente semplici da descrivere e particolarmente facili da rea-
lizzare e che, dall’altra parte, avessero le potenzialita per affrontare anche problemi di
ottimizzazione globale derivanti da applicazioni ingegneristiche “difficili”, cioé quelle in
cui la funzione obiettivo € rappresentata da una “black box” ed il numero di variabili
non & particolarmente piccolo.
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Capitolo 4

Metodi Probabilistici

Questo capitolo ¢ dedicato ad introdurre ’approccio probabilistico per la soluzione
di problemi di ottimizzazione globale del tipo (3.33). Dopo aver richiamato quale ¢&
I'idea da cui parte tale approccio, vengono brevemente descritti alcuni algoritmi di
tipo probabilistico: tra cui i metodi di tipo multistart, i metodi detti di “simulated
annealing” e metodi che usano popolazioni di punti.

4.1 Algoritmi che utilizzano punti scelti a caso su D.
Uno dei punti di partenza dei metodi di tipo probabilistico ¢ il seguente risultato.

Proposizione 4.1.1 Sia {z;} una sequenza di punti aleatori scelti a caso su D (cioé
vettori generati con distribuzione uniforme su D). Allora per ogni sottoinsieme A di D

tale che
meas(D) > meas(A) > 0, (4.1)

(con meas(-) misura di Lebesgue di un insieme) si ha:
klim Prob{Xk NA# @} =1, (4.2)
—00

con X ={zo,...,zr}.

Prova. Sia lo scalare p dato da:
_ meas(A)
P= meas(D)’

dalla (4.1) si ha:
1>p>0.

Come ¢ naturale lo scalare p da la probabilita che un punto, scelto a caso su D, cada nel-
Iinsieme A. Di conseguenza la probabilita che, generati k vettori con una distribuzione
uniforme su D, almeno uno cada in A ¢ data da:

Prob{Xk NA# (Z)} =1—-(1 —p)k
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da cui segue:
lim Prob{Xk NA# @} =1. |
k—o0

4.1.1 Campionamento uniforme della funzione obiettivo

Il precedente risultato indica che, se A € un qualsiasi intorno di un minimo globale x*
di f(z) su D e se si generano molti punti a caso, allora uno di questi punti generati
cade, molto probabilmante, vicino al minimo globale x*. Questo suggerisce un primo
semplice algoritmo di ottimizzazione globale.

Algoritmo di Campionamento Uniforme.
Passo 0: si genera a caso un punto zg su D, si pone zj = xg € k = 1;
Passo 1: si genera a caso un punto x su D;
Passo 2: se f(xy) < f(xf_,) allora si pone z}, =z,
altrimenti si pone x}, = z7_;;

Passo 3: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

Utilizzando la precedente Proposizione 4.1.1, si puo stabilire la seguente proprieta di
convergenza dei punti prodotti dal precedente algoritmo.

Proposizione 4.1.2 Sia {z}} la sequenza di punti aleatori prodotti dall’Algoritmo di
Campionamento Uniforme. Allora, comunque scelto un € > 0, si ha:

kli_)m Prob{aj}; e{zeD: f(z)< f"+ 5}}: 1, (4.3)

dove f* é definito dalla (3.36) ed indica il valore ottimo della f su D.

Prova. Se si definisce I'insieme A nella seguente maniera:
A={zeD: f(z) < f"+e},

si puo notare che

Prob{wz e{zeD: f(x) < f"+ E}} = Prob{Xk NA# @},

dove Xy = {xg,...,xt} € 'insieme di punti generati a caso su D dall’algoritmo.
La dimostrazione della Proposizione segue utilizzando la Proposizione 4.1.1 e ricordar-
dando che, dal Teorema 3.2.1, si ha che meas(A) > 0. O

A partire dalla precedente proposizione si pud anche dimostare che la sequenza dei
valori della funzione obiettivo {f(x})} prodotta dal precedente algoritmo converge con
probabilita uno al valore attimo f(z*) con z* € X*.
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4.1.2 Metodi che usano direzioni a caso

Una strategia alternativa alla generazione di punti a caso sull’insieme ammissibile D
e quella di utilizzare, invece, direzioni a caso. Cioe di definire degli algoritmi in cui,
ad ogni iterazione, la direzione dj e scelta a caso su una sfera n-dimensionale di raggio
unitario.

Questi metodi si basano sul teorema di Gaviano che afferma che se la sequenza di punti
{zx} & tale che
Tyl = Tf + agdy

dove dj, & scelto a caso su una sfera n-dimensionale di raggio unitario e ay e tale che:
f(xk + apdy) = moin flag + ady)

allora la probabilita che accada f(z) — f* < ¢ (dove, di nuovo, f* ¢ il valore ottimo
della f(z) su D) tende a 1.

Questi metodi permetttono la possibilita di combinare una strategia probabilistica (la
scelta della direzione a caso) con una deterministica (la minimizzaione lungo la direzio-
ne). In questa maniera si puo cercare di globalizzare le varie tecniche di minimizzazione
di una funzione di una variabile scalare proposte nella letteratura.

4.1.3 Metodi di tipo multistart

Questi metodi si basano sull’idea di utilizzare la generazione di punti a caso su D
per determinare un punto in un intorno di un minimo globale e di utilizzare qualche
algoritmo di minimizzazione locale per determinare efficientemente un minimo globale.
Quindi questa classe di metodi possono essere visti o come un tentativo di globalizzare
i metodi di ottimizzazione locale oppure come un tentativo di migliorare 'efficienza
del Algoritmo di Campionamento Uniforme sfruttanto il fatto che gli algoritmi locali
possono essere attratti da un minimo globale.

L’algoritmo di tipo multistart di partenza e il seguente.

Algoritmo Multistart 1.
Passo 0: si genera a caso un punto g su D, si pone zj = xg e k = 1;
Passo 1: si genera a caso un punto zy su D;
Passo 2: partendo da xy si applica un algoritmo di ottimizzazione locale ottenendo yy;
Passo 3: se f(yr) < f(xj_;) allora si pone z} = ys
altrimenti si pone x}, = z7_;

Passo 4: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.
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Naturamente 'uso di un algoritmo determistico locale puo far miglorare la proprieta
di convergenza dei punti prodotti

Proposizione 4.1.3 Se esiste un minimo globale x* non vincolato della funzione f su
D per cui l'algoritmo di minimizzazione locale (utilizzato al Passo 2) soddisfa la Pro-
prietd 1 (sezione 3.1.2) allora la sequenza {z}} di punti aleatori prodotti dall’Algoritmo
di Multistart 1 é tale che:

lim Prob{xz € X*} =1, (4.4)

k—o00

dove X* ¢ l'insieme dei minimi globali del Problema (3.33).

Prova. Segue, nuovamente, dalla Proposizione 4.1.1. Infatti
Prob{:nz € X*} > Prob{aj,’; = 3:*},

dove z* ¢ il minimo globale considerato nell’enunciato della proposizione.
Quindi, si puo scegliere
A= B(x*,¢),

dove B(z*,¢) & I'intorno descritto nella Proprieta 1. Poiche, per ipotesi, I’algoritmo di
minimizzazione locale soddisfa la Proprieta 1, nel momento in cui si genera un punto
xy, tale che xp € B(z*,¢) si ha yp = *. Percio si ha che:

Prob{aj,’; = x*} = Prob{Xk NA=# (7)},

dove Xj = {xg,...,xx} € l'insieme di punti generati a caso su D dall’algoritmo e, perciod
la tesi della proposizione segue dalla Proposizione 4.1.1. [

L’Algoritmo Multistart 1 ¢ stato il primo ad essere proposto in letteratura ed ¢ tuttora
abbastanza usato; tuttavia presenta il difetto che puo richiedere un numero molto
grande di minimizzazioni locali. Per superare questo difetto sono state proposte delle
variazioni dell’Algoritmo Multistart 1 che cercano di ridurre il numero di minimizzazioni
locali senza variarne le proprieta.

Algoritmo Multistart 2.

Passo 0: si genera a caso un punto zg su D, si pone zj = xg € k = 1;

Passo 1: si genera a caso un punto xj su D;

Passo 2: se f(z}_,) < f(zy) allora si pone z, = z;_; e si va al Passo 4;

Passo 3: partendo da x, si applica un algoritmo di ottimizzazione locale ottenendo x7;

Passo 4: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.
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Nel precedente algoritmo le minimizzazioni locali non vengono applicate se il valore della
funzione obiettivo nel punto generato a caso € peggiore del miglior valore della funzione
obiettivo ottenuto dall’algoritmo. Poiche le minimizzazioni locali producono dei punti in
cui il valore delle funzione obiettivo € non peggiore rispetto al valore che si ha nel punto
iniziale, ne deriva che ogni applicazione di tali minimizzazioni produce un punto che puo
essere considerato come nuova stima x7. Purtroppo la strategia adottata dal precedente
algoritmo puo portare ad effettuare poche minimizzazioni locali. L’algoritmo seguente
cerca di seguire una strategia intermedia tra i due precedenti algoritmi multistart.

Algoritmo Multistart 3.
Passo 0: si genera a caso un punto zg su D, si pone zj = xg € k = 1;
Passo 1: si generano a caso IV, ,% punti su D;

Passo 2: siscelgono N ,3 <N ,% punti “piu promettenti” e da ciascuno di questi si effettua
una minimizzazione locale;

. . N2 . .. .. .. .
Passo 3: fra i punti y,i,yg, ...,y " ottenuti da queste minimizzazioni locali si sceglie

quello yi a cui corrisponde il valore della funzione obiettivo piu piccolo, cioe

flye) = min f(y);
1<i<N?

Passo 4: se f(yr) < f(xj_,) allora si pone z} = ys
altrimenti si pone x}, = z7_;

Passo 5: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

L’idea del precedente algoritmo e quella di ridurre il piu possibile il numero delle mi-
nimizzazioni locali utilizzando le informazioni che si possono ottenere sulla funzione
andando a valutarne il valore su un certo numero di punti scelti a caso. Nel Passo 2
si cerca di raggruppare (usualmente utilizzando le tecniche della “cluster analysis”) i
punti generati al Passo 1 in maniera tale che ogni gruppo sia costituito da punti che
appartengono alla regione di attrazione dello stesso minimo locale. Dopodiché per ogni
gruppo si effettua una sola minimizzazione locale.

4.2 Metodi di tipo “simulated annealing”

Una evoluzione ulteriore dei metodi descritti nella precedente sezione ¢ quella di cercare
di definire dei nuovi algoritmi di ottimizzazione globale basati sull’'uso di punti generati
in maniera da cercare di sfruttare le informazioni sul problema ottenute durante le
iterazioni dell’algoritmo.

55



4.2.1 Distribuzioni non uniformi di punti

Una osservazione importante nell’ambito dei metodi di ottimizzazione globale proba-
bilistici riguarda il fatto che le proprieta di convergenza stabilite dalla Proposizione
4.1.2 e dalla Proposizione 4.1.3 non dipendono in maniera esclusiva dal fatto che i pun-
ti zg,...,xE sono generati con distribuzione uniforme su D, cioé sono realizzazioni di
variabili aleatorie destribuite con funzioni densita di probabilita costanti su D. Infatti
sia la Proposizione 4.1.2 e che la Proposizione 4.1.3 seguono dalla Proposizione 4.1.1
ma quest’ultima puo essere generalizzata nella seguente proposizione.

Proposizione 4.2.1 Sia {my(-)} una sequenza di misure di probabilita tali che, per
ogni sottoinsieme A di D con meas(A) > 0, soddisfano:

210(1 - mk(A)) _0. (4.5)

Sia {z1} una sequenza di punti aleatori generati secondo le distribuzioni associate alle
misure di probabilita my(-). Allora per ogni sottoinsieme A di D con meas(A) > 0 si
ha:

lim Prob{Xk NA# @} =1, (4.6)
k—o0
con X =A{zo,...,zr}.

Prova. Per definizione di misura di probabilita e dalle ipotesi della proposizione,
mg(A) ¢ la probabilita che un punto generato zj; cada nell’insieme A. Di conseguenza
la probabilita che, tra i vettori generati xg, ..., z, almeno uno cada in A ¢ data da:

Prob{Xk NA# @} =1-T11%, (1 - m,(.A))
da cui, usando la (4.5), segue:

lim Prob{Xk NA# @} =1. O
k—o0

4.2.2 Algoritmi di tipo “simulated annealing”

La Proposizione 4.2.1 mette in evidenza la possibilita di definire dei nuovi algoritmi
probabilistici che usino punti generati secondo funzioni densita di probabilita non co-
stanti su D. Questo fatto puo essere sfruttato per cercare di utilizzare funzioni densita
di probabilita che siano maggiormente concentrate intorno ai minimi globali, cioe che
rendano piu probabile la generazione di punti piu vicini ai minimi globali.

Un esempio di una funzione densita di probabilita con queste caratteristiche puo essere
ottenuto traendo ispirazione dai risultati della meccanica statistica.

Si consideri un sistema fisico composto da un numero molto grande di particelle della
stessa natura, si indichi con s lo stato del sistema e con F(s) I’energia associata a questo
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stato. Se il sistema fisico € in una situazione di equilibrio termico allora la funzione
densita di probabilita, relativa al fatto che il sistema sia nello stato s, € proporzionale
a

S

_E(s)
e KT

ove K & la costante di Boltzman e T la temperatura.

Parlando in maniera approssimata, € noto che, se si abbassa la temperatura, diventano
sempre piu probabili gli stati a bassa energia, fino alla situazione limite per cui T'— 0
e gli unici stati possibili sono quelli ad energia nulla. Quindi, in linea teorica, si puo
immaginare un sistema fittizio che associa ad ogni suo stato x, I’energia:

E(2) = f(z) ~ f* > 0

dove f* &, come al solito, il minimo globale della f(z). Ora, se si simulasse il compor-
tamento di questo sistema e se si facesse tendere a zero la temperatura, diventerebbero
sempre piu probabili gli stati * del sistema che corrispondono a basse energia fino ad
arrivare alla situazione limite che:

Per avvalorare ulteriormante questa idea si puo far riferimento al Teorema 3.2.7. Infatti,
nel caso in cui il minimo globale z* su D sia unico, questo teorema implica (ponendo
K=1lek=1/T):

/ wie—F@/T g / e~ U@=F)T gy,
D D

xy = lim = lim ) per t=1,...,n
70 / oI @/T g T—0 / o~ (F@=1)/T g
D D

(4.7)

Le precedenti uguaglianze possono essere riscritte come:
x;t = %{n}o . xipr(x)dr = 11}31() z;(T) (4.8)

dove
e—f@)/T e~ (f@)=f)/T
pr(z) = = - (4.9)
/ oI @IT gy / e U@=1)/T gy
D D

¢ una densita di probabilita e dove Z;(T") sono i valori medi di variabili aleatorie che
sono distribuite secondo la densita di probabilita pp(x).

Quindi, I'idea su cui si basano i metodi di ottimizzazione globale di tipo “simulated
annealing” e quella di simulare dei vettori aleatori distribuiti secondo la densita di
probabilita pr(x) data dalla (4.9). La relazione (4.8) indica che, al diminuire di T, i
vettori = generati su D secondo la funzione densita di probabilita pr(z) si avvicinano,
in media, al punto di minimo globale della f(z) su D.

Un elemento essenziale allo sviluppo dei metodi “simulated annealing” e il fatto che
punti distribuiti secondo la funzione densita di probabilita pr(x) posso essere generati
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abbastanza facilmente utilizzando il metodo di Von Neumann. Tale metodo si puo
applicare a tutte le funzioni densita di probabilita p(x) che hanno la seguente struttura:

p(x) = Cs(x), (4.10)

dove C' ¢ una costante positiva e s: D — R, ¢ tale che 0 < s(x) < 1, per tutti x € D.
Utilizzando la definizione (4.9), si puo scrivere:

o o~ (@)= )/T Este)
pr(r) = = Uslx),
/ o~ @=1)/T g
D

dove
C= 1/(/ e U@O=ITary o F(z) = e U@,
D

Quindi la funzione pp(z) ha la struttura (4.10) e, percio, si puo utilizzare il metodo di
Von Neumann.

Sia T uno scalare positivo, sia o uno scalare scelto a caso su [0,1] e sia x un vettore

scelto a caso su D, se
a < e U@=F/T (4.11)

allora il punto x é una realizzazione della variabile aleatoria distribuita secondo la
funzione densita di probabilta
e~ (f(@)=1)/T

pr(z) = - : (4.12)
/ o~ (@)= F)/T g
D

Purtroppo, per avere la struttura (4.10), la funzione densita di probabilita pp(x) deve
far comparire nella sua espressione il valore ottimo f* della funzione obiettivo. Per la
maggior parte dei problemi di ottimo globale questa quantita non e nota “a priori”,
quindi viene normalmente sostituita con una sua sovrastima f . Quindi la tecnica di
generazione di un nuovo punto viene adattata di conseguenza ottendendo un punto che
¢ la realizzazione di una nuova variabile aleatoria.
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Sia T uno scalare positivo, sia [ tale f > f*, sia a uno scalare scelto a caso su [0,1] e
sia x un vettore scelto a caso su D, se

a < e f@=fle/T (4.13)

dove [f(z)— fl4+ = max{0, f(z)— f}, allora il punto ¢ una realizzazione della variabile
aleatoria distribuita secondo la funzione densita di probabilta pr(x) data
(@) o lf@)—=fl4/T (4.14)
pr(z) = . . .
/ o~ @=11/T g
D

La nuova funzione densita di probabilita pr(x) puo svolgere un ruolo simile a quello della
funzione densita di probabilita originaria pp(x). Infatti, al diminuire della temperaura
T, invece di concentrarsi solamente intorno ai minimi globali si concentra intorno a
tutti i punti € D tali che f(z) < f . Se f ¢ il miglior valore della funzione obiettivo
ottenuto, la funzione densita di probabilita pr(x) assegna maggiore probabilita alle
regioni in cui si ha, comunque, un miglioramento della funzione obiettivo.

Una possibile utilizzazione di punti generati con la distribuzione con funzione densita
di probabilita pr(x) ¢ descritta nel seguenta algoritmo.

Algoritmo Simulated Annealing.

Passo 0: si sceglie una temperatura iniziale Ty, si genera a caso un punto xg su D, si
pone zj = xg € k = 1;

Passo 1: si generano a caso un punto zj su D ed uno scalare oy su [0, 1];

Passo 2: se ay, > e~ @) =f@i_)l+/Tims

allora si pone zj, = x}_; e si va al Passo 6;
Passo 3: partendo da xy si applica un algoritmo di ottimizzazione locale ottenendo yy;
Passo 4: se f(yr) < f(x_,) allora si pone z} = yy

altrimenti si pone x}, = z7_;;

Passo 5: si calcola la Ty, € (0, Ti_1];

Passo 6: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

Il precedente algoritmo puo essere considerato una via di mezzo tra 1’Algoritmo Multi-
start 1, dove le minimizzazione locali vengono applicate a partire da ogni punto generato
a caso su D, e I’Algoritmo Multistart 2, dove le minimizzazione locali vengono applicate
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solamente a partire dai punti generati a caso su D in cui si ha un miglioramento della
funzione obiettivo. Grazie al test al Passo 2, nell’Algoritmo Simulated Annealing, le
minimizzazioni vengono applicate a partire sia dai punti generati a caso su D in cui si
ha un miglioramento della funzione obiettivo e sia da punti generati a caso su D in cui
si ha un peggioramento della funzione obiettivo ma che possono essere considerati delle
realizzazioni di variabili aleatorie distribuite secondo la funzione densita di probabilita

pr(x).

Per quanto riguarda le proprieta di convergenza delle sequenze dei punti generati
dall’Algoritmo Simulated Annealing si puo stabilire il seguente risultato.

Proposizione 4.2.2 Se la sequenza di temperature {T}}, utilizzate nell’Algoritmo Si-
mulated Annealing, € tale che le funzioni densita pr, (x) definiscono una sequenza di
misure di probabilita {my(-)} che soddisfano le ipotesi di Proposizione 4.2.1 e se esiste
un minimo globale x* non vincolato della funzione f su D per cui l’algoritmo di mi-
nimizzazione locale (utilizzato al Passo 2) soddisfa la Proprieta 1 (pag. 29), allora la
sequenza {x}} di punti aleatori prodotti dall’Algoritmo Simulated Annealing é tale che:

lim Prob{azz € X*} =1, (4.15)

k—o0
dove X* ¢ l'insieme dei minimi globali del Problema (3.33).

Prova. La dimostrazione della proposizione segue utilizzando gli stessi ragionamenti
fatti per dimostrare la Proposizione 4.1.3, relativa alle proprieta di convergenza dell’ Al-
goritmo Multistart 1, con la sola differenza di usare la Proposizione 4.2.1 invece della
Proposizione 4.1.1 O

Una condizione sufficiente a garantire che la sequenza delle temperature T} prodotte
dall’algoritmo siano tali da soddisfare 'ipotesi della precedente proposizione e che esista
un € > 0 tale che

Ty > ¢, per ogni k.

Condizioni pit deboli possono essere determinate notando che, per dimostrare il li-
mite (4.15), & sufficiente che le misure di probabilita derivanti dalle funzioni densita
di probabilita pp(z) soddisfino la (4.5) in corrispodenza solamente ad insiemi A con
meas(A) > 0 e contenuti nell’intorno B(x*;¢) descritto nella Proprieta 1.

La scelta della sequenza di temperature {T}}, oltre ad essere legata alla convergen-
za dell’algoritmo, influenza anche lefficienza computazione dell’algoritmo. Infatti per
temperature pill basse si tendera a produrre punti che hanno maggiore probabilita di
essere una buona approssimazione di un minimo globale. Tuttavia questi punti saranno
piu difficili da generare (si veda il test al Passo 2). Viceversa, a temperature piu alte,
si genereranno piu facilmente i punti ma che, pero, avranno meno probabilita di essere
buone approssimazioni di un minimo globale.
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4.3 Metodi che usano “popolazioni” di punti

A partire dall’approccio probabilistico si sono sviluppati vari metodi di ottimizzazione
globale di tipo euristico. Cioe metodi per cui non si puo stabilire nessuna proprieta
teorica di convergenza. Questi metodi nascono dall’esigenza di affrontare problemi
di ottimizazione reali. Infatti, per quanto visto nel capitolo precendente (si veda il
Teorema 3.3.4 ed il Teorema 3.3.6) e per quanto descritto nei paragrafi precedenti di
questo capitolo, le proprieta di convergenza di un metodo sono legate al fatto che, al
crescere delle iterazione dell’algoritmo, la funzione obiettivo & valutata “praticamente”
su tutto 'insieme ammissibile. Tuttavia seguire, anche in maniera approssimata, questo
approccio puo essere assolutamente impraticabile nella maggior parte dei casi reali. Per
questo motivo sono stati proposti dei metodi che si basano sui seguenti passi:

- ottenere delle informazioni sul comportamento globale della funzione obiettivo
sull’insieme ammissibile effettuando inizialmente un campionamento finito della
funzione obiettivo su un insieme, detto popolazione, iniziale di punti.

- migliorare iterativamente i punti che costituiscono la popolazione attraverso la
sostituzione dei punti in cui il valore della funzione obiettivo € piu alta con dei
nuovi punti ottenuti attraverso delle minimizzazioni locali “approssimate”;

- ripetere il precedente procedimento di miglioramento fino a quando la popolazione
non si & “concentrata” intorno ai minimi globali della funzione obiettivo.

Tra le classi di metodi che si basano sull’uso di popolazioni di punti quelle pit note e
piu utilizzate sono:

i metodi “controlled random search”;

gli algoritmi genetict;

gli algoritmi evolutivi;

metodi di tipo “swarm”.

Per brevita, nel seguito si descriveranno solamente un paio di esempi di algoritmi
controlled random search, mentre per altre due classi ci si limitera a richiamarne gli
approcci. Questa scelta € dovuta, da una parte, alla efficienza mostrata dagli algoritmi
controlled random search nel risolvere problemi di ottimizzazione globale reali e, dall’al-
tra parte, alla difficolta di dare delle trattazioni generali degli algoritmi genetici e degli
algoritmi evolutivi in grado di rappresentare le varie scelte algoritmiche particolari.

4.3.1 I metodi “controlled random search”

I metodi che appartengono a questa classe hanno origine dal seguente algoritmo dovuto
a Price nel 1977. Come gia detto, questo algoritmo utilizza una famiglia di pun-
ti che vengono inizialmente scelti a caso su D e che vengono migliorati attraverso
minimizzazioni su simplessi.
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Algoritmo Controlled Random Search 1.
Passo 0: sia m tale m > n + 1, si pone k = 0 e si determina 'insieme iniziale
Sp = {x},..., 27},
dove i punti x};, i =1,...,m sono scelti a caso su D;

Passo 1: si determinano i punti z7***, :EZ“” tali che:

f (@) = max f(x) flai™) = min f(2);

rES) €Sk
se f(zi®) — f(z"") < ¢ allora stop;
i7l+1

Passo 2: si scelgono n + 1 punti z}!,...,z)", 2", a caso su Sk;

si determina il centroide ¢ dei n punti zj!,...,z;" dove
1
ok =~ wy
n 4
Jj=1

1

si determina il punto Z; attraverso la riflessione di x?* rispetto a ¢y,

B =cr— (2 — )
se T ¢ D si va al Passo 2;
Passo 3: se f(&y) > f(x}'*") allora si pone:
Sk+1 = Sk;
si pone k =k + 1 e si va al Passo 2.
Passo 4: se f(zy) < f(x};'*") allora si pone

Skr1 = Sk U{Z} \ {z" "}

si pone k =k + 1 e si va al Passo 1.

Nel Passo 0 vengono scelti a caso m punti su D. Questi punti costuiscono la famiglia
iniziale Sy. Ad una generica iterazione k si si ha a disposizione la popolazione Sy.

Nel Passo 1, si effettua il test di arresto dell’algoritmo. In particolare vengono inden-
tificati i punti appartenenti a Sy in cui si ha il valore piu alto della funzione obiettivo
e quello in cui si il valore piu basso. Il fatto che questi due valori della funzione obiet-
tivo differiscano di poco dovrebbe indicare che la popolazione S; ¢ sufficientemente
concentrata intorno ai minimi globali.
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Nel Passo 2, si determina il nuovo punto di prova Z. Tale punto viene generato sce-
gliendo a caso n + 1 punti tra la popolazione S e ribaltando uno di questi rispetto al
centroide dei rimanenti n punti (figura (4.1)).

Nel Passo 3 e nel Passo 4 viene aggiornata la popolazione Si. In particolare nel caso in
cui nel nuovo punto si ha un valore della funzione obiettivo che piu grande o uguale del
peggior valore della funzione obiettivo nei punti della famiglia, la famiglia non viene
cambiata (Passo 3). Mentre, se nel nuovo punto si ha un valora della funzione che &
piu piccolo del valore massimo che si ha nei punti della famiglia, il peggior punto della
famiglia viene sostituito dal nuovo punto prodotto (Passo 4).

I valori piu usati per le costanti che compaiono nel precedente algoritmo sono: m = 25n
ee=1076.

— X,if

Figura 4.1: Esempio del calcolo del nuovo punto nell’algoritmo Controlled Random Search 1.

Dal punto di vista computazionale, il precededente algoritmo mostra generalmente una
buona capacita di identificare le zone dell’insieme ammissibile in cui ci sono i minimi
globali, ma una inefficienza a deteminarne una buona approssimazione.

Per cercare di migliorarne questo comportamento computazionale, sono state proposte
varie modifiche dell’Algoritimo di Price con I'obbiettivo di ottenere degli algoritmi con
migliore capacita di determinare velocemente una buona approssimazione del minimo
globale nel momento in cui 'algoritmo produce un punto in un intorno relativamente
piccolo del minimo globale.

Una variazione dell’inizale algoritmo controlled random search che presenta un buon
comportamento computazionale ¢ il seguente algoritmo.
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Algoritmo Controlled Random Search 2.

Passo 0: sia m tale m > n + 1, si pone k = 0 e si determina 'insieme iniziale
1 m
Sk = {xk,...7.%'k }7
dove i punti x};, i =1,...,m sono scelti a caso su D;

Passo 1: si determinano i punti z7***, :L"Z“" tali che:

f (@) = max f(x) flai™) = min f(2);

rES) €Sk

se f(zi®) — f(z"") < ¢ allora stop;

n+1

Passo 2: si scelgono n + 1 punti z}!, ..., x}", xz a caso su Sy e sia:

flay™) > fx?), j=1,....m;

si determina il centroide pesato i dei n+ 1 punti z;!, ... ,3:2”“ dove
n+l ) n+l
cr = Z wixy, con wy, >0, w), =1;
Jj=1 Jj=1

si determina il punto Zj, attraverso la riflessione pesata di z,;"*"

i7l+1

Ty =cp — ag(x) ™ — k), con ay > 0;
se Ty ¢ D si va al Passo 2;
Passo 3: se f(Ty) > f(x}'*") allora si pone:
Sk+1 = Sk

si pone k =k 4 1 e si va al Passo 2.

Passo 4: se f(Ty) < f(x}'*") allora si pone
Sk1 = Sk U{Zp} \ {z" "}

si pone k =k + 1 e si va al Passo 1.

64

rispetto a ci




Per quanto riguarda le scelte dei pesi wi, 7=1,....,n+1, e del passo a; si ha:

. J , 1
wl = +771k 7 = — : (4.16)
(S Fa) = Fagm) + o
@) = S el @)
e B P e (.17
con o
(bk — 5(f(xk ) B f(xk )) (4.18)

Fla) — Fap™)

dove 6 & una costante relativamente grande (§ = n oppure § = 103).
Nel Passo 2 di questo algoritmo, viene considerato direttamente un simplesso n + 1
dimensionale, se ne calcola un centroide pesato e si effettua un ribaltamento pesato
del vertice, con il valore della funzione obiettivo piu alto, rispetto al centroide. Dal
punto di vista pratico, questo equivale a considerare i valori della funzione obiettivo nei
vertici sufficientemente rappresentativi del comportamento della funzione obiettivo nel
simplesso considerato. Quindi a ritenere una buona direzione di discesa per la funzione
obiettivo (a partire dal centroide pesato) la direzione che congiunge il vertice,in cui si
ha il valore peggiore della funzione obiettivo, con il centroide.

L’utilizzazione di un simplesso n + 1 dimensionale puo essere avvalorata anche dalla
rappresentazione (3.9) dell’involucro convesso di una funzione. Infatti questo nuovo
modo di ottenere il punto Z; puo essere interpretato, in maniera relativamente appros-
simata, come una minimizzazione locale approssimata della funzione involucro convesso
della funzione obiettivo.

L’uso di un centroide pesato e di un ribaltamento pesato deriva dal tentativo di ottenere
che il nuovo algoritmo avesse lo stesso buon comportamento globale iniziale dell’ Algo-
ritmo di Price ed una migliore efficienza locale finale. Infatti per quanto riguarda i
pesi w{g, si puo notare che, nelle prime iterazioni, gli scalari ¢ sono molto piu grandi
delle quantita f (x;j) — f(2™) che compaiono al denominatore delle espressioni degli
scalari ni. Percio, per queste iterazioni, si ha che ni ~ 1/¢p per j = ...,n+1da
cui wl & 1/(n+1) per j = ...,n+ 1. Quindi, come per ’Algoritmo di Price, nelle
prime iterazioni il centroide viene calcolato pesando in maniera uniforme i vertici del
simplesso. All’aumentare delle iterazioni, gli scalari ¢y, dati dalla (4.18), tendono a
diminuire, fino a tendere a zero al tendere all'infinito del numero di iterazioni. Percio,
dopo un numero sufficientemente alto di iterazioni, si ha che m o~ 1/(f(@f) — f(amm)
da cui segue che i pesi w], corrispondenti a vertici, con valori della funzione pitt piccoli,
saranno piu grandi. Per cui il centroide pesato tendera ad avvicinarsi verso i vertici con
valori della funzione piu piccola. Discorso analogo per gli scalari oy, dati dalla (4.17).
Infatti, ricordando la (4.18), si ha che nelle prime iterazioni ay ~ 1 per cui si ha un
ribaltamento analogo all’Algoritmo di Price. Al crescere delle iterazioni, invece, i valori
dei parametri aj tenderanno a diminiure producendo spostamenti pit limitati che non
producono punti al di fuori delle regioni gia identificate ed in cui dovrebbero essere i
minimi globali (figura (4.2) e figura (4.3)) .
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Figura 4.2: Esempio del calcolo del nuovo punto nell’algoritmo Controlled Random Search 2

(iterazioni iniziali).
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Figura 4.3: Esempio del calcolo del nuovo punto nell’algoritmo Controlled Random Search 2

(al crescere del numero di iterazioni).
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4.3.2 Algoritmi genetici

La differenza principale di questa classe di metodi che utilizzano popolazioni di punti
rispetto ai metodi controlled random search risiede nel fatto che ad ogni iterazione,
invece di tentare di cambiare un solo punto della famiglia, si cerca di cambiarne un
certo numero. Nel determinare i nuovi punti, gli algoritmi genetici cercano di trarre
proposti le variabili del problema venivano codificate attarverso stringhe di binari, i
nuovi punti venivano generati attraverso la ripetizione delle seguenti due operazioni
genetiche::

- Doperazione di “crossover” che consiste nel selezionare a caso due punti della
popolazione (punti genitori) e tagliando le stringhe che li rappresentano in corri-
spondenza di uno stesso indice scelto a caso; i punti figli derivavano dallo scambio
delle parti delle stringhe dei genitori (figura 4.4);

- Doperazione di “mutation” in cui un vettore della popolazione viene “mutato”
cambiandogli una componente della striga scelta a caso (figura 4.5).

Gli algoritmi genetici piu recenti non utilizzano la codifica binaria ma cercano di adat-
tare le due precedenti operazioni alla codifica orginaria delle variabili del problema di
ottizzazione da risolvere. Esempi di addattamento delle operazioni di “crossover” e di
“mutation” al caso in cui i vettori hanno la loro codifica originaria sono le seguenti:

- Uoperazione di “crossover” se x € D e y € D sono dei vettori genitori scelti
dalla popolazione, le loro componenti vengono mischiate per dare vita a dei nuovi
vettori figli, nel seguente modo:

:a%(az)i—k(l—a%)(y)i, i=1,...,n,
a'(y)i + (1 = a")(x), i=1,...,n,

7
7

—
S
-

dove gli scalari o’ sono scelti a caso su [—0.5,1.5];

- loperazione di “mutation” un vettore della popolazione z € D viene “mutato”
perturbargli una sola componente, cioe viene generato il nuovo punto % tale che:

(&)i = (2)i + a(u — 1),
@);=(x); J=1....,n, J#i

dove l'indice i & scelto a caso e & = 0.1 oppure & scelto a caso tra [—0.1,0.1].

4.3.3 Algoritmi evolutivi

La caratteristica che distingue gli algoritmi evolutivi dagli algoritmi controlled ranom
search e dagli algoritmi gentici e il fatto che, ad ogni ierazione, questi algoritmi cercano
di aggiornare tutti i punti della popolazione.
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Figura 4.4: Esempio dell’operazione di “crossover”.
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Figura 4.5: Esempio dell’operazione di “mutation”.
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Piu in particolare, essi cercano di sostituire ogni punto x € D della popolazione con
un nuovo punto y € D ottenuto dalla combinazione di operazioni di “crossover” e di
“mutation”. Se nel nuovo punto y si ha un miglioramento della funzione obiettivo allora
il punto di partenza x viene sostituito dal nuovo punto y, altrimenti nella popolazione
viene mantenuto il punto z.

Le tecniche con cui vengono questi nuovi punti variano in maniera signicativa da
algoritmo ad algoritmo. Un esempio di una tale tecnica e il seguente:

scelto un punto x € D della popolazione il nuovo punto y € D si determina a
partire da x e da un punto & € D ottenuto dalla seguente operazione:

&=z + a(zb — ),

b

dove & € (0,1] e 2%, x°, x¢ sono scelti a caso nella popolazione di punti;

il nuovo punto y e dato, quindi, dalle seguenti relazioni:

(y)i = (&); se o' <0.5 oppure i=7,
(y)i = (x); se o >05 e i#i,

dove l'indice 7 & scelto a caso tra {1,...,n} e gli scalari o, i = 1,...,n, sono
scelti a caso tra [0, 1].

Negli algoritmi evolutivi piu recenti si cerca di migliorare ogni punto della popolazione
sfruttando anche il piu possibile tutte le informazioni sulla funzione obiettivo contenute
nei punti presenti nella popolazione.

4.3.4 Metodi di tipo “swarm”

I metodi di tipo “swarm” hanno in comune con gli algoritmi evolutivi I’idea di cerca-
re aggiornare, ad ogni iterazione, tutti i punti della popolazione. Ma, a differenza di
quest’ultimi, non traggono ispirazione dai processi evolutivi ma piuttosto dal compor-
tamento degli sciami (swarm). Infatti essi interpretano i vettori che formano la famiglia
all’iterazione k-esima come punti che identificano la posizione dei membri di uno sciame
all’istante k-esimo. Quindi al variare delle iterazione, 1’evoluzione della popolazione ¢
associata al movimento complessivo dello sciame.

Lo stato dello sciame al generico istante k-esimo & identificato dalle “posizioni” degli
elementi dello sciame

Sk = {a:,lﬁ,...,le},

e dalle corrispondenti velocita
1
Vi = {ob, ..., 0"},

Nel definire le posizioni degli elementi all’istante successivo k + 1 (cioe nel definire il
nuovo insieme Sk.1), questi metodi cercano di simulare il comportamento in natura dei
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membri di uno sciame. Infatti il movimento di ciascun elemento tiene conto della espe-
rienza individuale (che puo essere rappresentata dal miglior punto incontrato durante
il movimento del i-esimo membro dello sciame) e dalla esperienza globale dello sciame
(che puo essere rappresentata dal miglior punto incontrato durante il movimento di
tutti i membri dello sciame).

In particolare, un esempio di formule utilizzate dai metodi di tipo “swarm” per descri-
vere il movimento della famiglia di punti e il seguente:

) . L . 0w ,
Vg1 = U, + cr(Z), — x)) + eri(zy, — 23,), i=1,...,m,

i i _
Tpy1 = Tp + Vpyqs 1=1,...,m.

dove

h=1,....k
flzp) = min f(z}),
i=1,....m

dove ¢ e una costante positiva, chiamata costante di accellerazione, r,ﬁ e r,% sono dei
scalari scelti a caso su [0, 1].

Nei metodi di tipo “swarm” pilu recenti, per controllare meglio 1’evoluzione delle ve-
locita ed evitare che siano usati vettori v}, troppo grandi, vengono introdotti ulteriori
coefficienti nella formula che fornisce le nuove velocita:

vt = X(woh + crh(@h - o) + AReh —ah),  i=1L....m.

dove w & una costante chiamata inerzia, ¢! e ¢? sono costanti positive chiamate coeffi-

ciente cognitivo e coefficiente sociale, x € una costante chiamata fattore di costrizione.
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Capitolo 5

Metodi che utilizzano partizioni
dell’insieme ammissibile

In questo capitolo viene brevemente considerata una classe di metodi deterministici
di l'ottimizzazione globale che si basano sull’idea di cercare di produrre sequenze di
partizioni dell’insieme ammissibile che tendano ad essere piu addensate nelle regioni in
cui ci sono i minimi globali della funzione obiettivo.

Nella prima sezione di questo capitolo viene descritto lo schema generale di un algoritmo
appartenente a questa classe e se ne indentificano le sue proprieta generali. Nelle sezioni
successive, dopo aver richiamato la definizione di funzione Lipschitziana ed alcune delle
proprieta di questa classe di funzioni, si descrivono alcuni metodi di ottimizzazione
globale che sfruttano la Lipschitzianita della funzione obiettivo per produrre partizioni
efficienti dell’insieme ammissibile.

5.1 Proprieta generali di un metodo che usa partizioni
dell’insieme ammissibile

Per descrivere in maniera formale questa nuova classe di metodi € necessario introdurre
la definizione di partizione di un insieme.

Definizione 5.1.1 (Partizione di un insieme) Dato un insieme F C R"™, una
collezione di insiemi {F" :i € I} é una partizione dell’insieme F se si ha:

F=UF,
el
FO\F =oF (oF!, Vijel, i#j;

dove OF7 indica la frontiera dell’insieme F*.
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5.1.1 Schema generale di un metodo che usa partizioni dell’insieme
ammissibile

Nel caso particolare in cui 'insieme ammissibile ¢ costituito dall’insieme D = {z € R" :
I < x < u} un modo naturale di partizionarlo & quello di suddividerlo in sottoinsiemi
che hanno la stessa struttura. Seguendo questa linea, in questo capitolo, si considerano
metodi che hanno come punto caratterizzante il fatto che, ad ogni iterazione, viene
prodotta una partizione {D° : i € I},} dell'insieme ammissibile D con

D'={zcR":I'<z<ud'}, i€l

Un modello generale di un algoritmo che genera una sequenza di partizioni dell’insieme
ammissibile puo essere descritto descritto dal seguente schema.

Algoritmo di Partizione
Passo 0: Sipone D’ =D, 1 =1, u’ =u, Iy = {0} e k = 0;
Passo 1: data la partizione {D':i € I;} di D con
Di={xc R":I'<z<u'}, perogni i€ Iy,
si identifica un sottoinsieme di indici I}; C Ij;
si pone IV = I, fozllj e p=0
Passo 2: si sceglie un indice h € I? e si partiziona D" in m > 2 sottointervalli

DM ph2 . Dhm.

Passo 3: si pone:

=1 {h\{n,

j=1,....,m
[P =17\ {h},
se [Pt1 # () si pone p=p+ 1 e si torna al Passo 2;
Passo 4: si definisce la nuova partizione {D':i € I; 41} con
L1 = 1P,

si pone k =k + 1 e si torna al Passo 1.

Al Passo 1, data una partizione dell’insieme ammissibile, I’algoritmo seleziona (secondo
un criterio non ancora specificato) un certo numero di sottoinsiemi (identificati dall’in-
sieme di indici I}}) appartenenti alla partizione. Nel passo 2 e nel passo 3 ognuno dei
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sottointervalli selezionati viene partizionato (utilizzando una tecnica anche essa non
specificata) in un numero m > 2 di sottoinsiemi.

Per effettuare un analisi di alcune proprieta generali del precedente algoritmo € neces-
sario caratterizzare le techiche di partizione utilizzabili attraverso il fatto che siano in
grado di soddisfare la seguente ipotesi.

Assunzione 5.1.1 Esistono dei scalari 1, €2 ee3, con 0 <e1 <eg <1 eegz >0, tali
che ogni insieme D", h € I &, selezionato dall’algoritmo in una qualsiast iterazione k,

¢ partizionato in m sottoinsiemi DM, j =1,...,m che soddisfano:
el =1 <t — M) < epflu =1, G=1,m; (5.1)
hi _ 1h; h_ h
wi — i), u =", .
( — h.)zmm > 63( - h)zmm . (52)
(U9 =179 )i 0 (U = 1" )i

dove, per un qualsiasi vettore v € R"™, imin € imax Sono dati da (v)
e (U)imax = maXZ':L...,TL(,U)Z'

= minj—y,_,(v);

?min

A differenza degli algoritmi di minimizzazione locale, che sono caratterizzati dalla se-
quenza di punti che generano, I’evoluzione dell’ Algoritmo di Partizione & rappresentata
dallo sviluppo dei sottoinsiemi generati. Percio le sue proprieta teoriche possono es-
sere analizzate caratterizzando le sequenze di insiemi che vengono prodotte al tendere
all’infinito delle iterazione dell’algoritmo.

Queste sequenze di insiemi possono essere individuate facendo corrispondere ad ogni
sottoinsieme D, con i;, € I, della partizione dell’insieme D della generica iterazio-
ne k-esima, un particolare sottoinsieme D%-1, con iy_; € I;_; della partizione della
iterazione precedente. In particolare, I'insieme D*-1 & definito nelle seguente maniera:

- se il sottoinsieme D' nasce da un un processo di divisione allora D**-1 ¢ il sottoin-
sieme che lo ha generato;

- se, invece, il sottoinsieme D% non deriva da un un processo di partizione allora si
pone D*%-1 = Dk,

Ripertendo lo stesso procedimento, si puo associate all'insieme D%*-! un insieme D¥* -2,
con ix_9 € IL_o, della partizione della iterazione k-2, a quest’ultimo si puo associate
uno della partizione della iterazione k-3 e cosi via fino ad arrivare all’insieme D% = D.
Quindi, ad ogni sottoinsieme D%, con iy, € I}, della partizione della iterazione k-esima
si puo far corrispondere la sequente collezione di insiemi

0 Tyi1 k-1 ik
DD, D , D'

Al crescere delle iterazioni dell’algoritmo, la precedente collezione di insiemi produce
una sequenza annidata {D'} di insiemi cioé una sequenza tale che, per ogni k, si ha:

Dik+1 C Dk
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Inoltre, ad ogni iterazione, le istruzioni del Passo 2 implicano che un determinato inter-
vallo viene suddiviso in un numero prefissato di sottointervalli e, quindi, il numero di
sottoinsiemi dell’insieme ammissibile aumenta di una quantita fissa. Tra le sequenze an-
nidate prodotte dall’algoritmo alcune sono particolarmante significative, in particolare
si ha la sequenza definizione.

Definizione 5.1.2 Una sequenza {D%*} prodotta dall’Algoritmo di Partizione ¢ detta
strettamente annidata se

Dik+1 C Dik, per un numero infinito di volte. (5.3)

Percio, per le sequenze non strettamente annidate, esiste un indice kg dopo il quale il
sottoinsieme D*o non viene piu suddiviso, cioe:

D = Diko, per tutti k> ko. (5.4)
Mentre per quelle strettamente annidate il processo di divisione continua un numero
infinto di volte.
Le tre seguenti proposizioni descrivono delle caratterizzazioni matematiche delle se-

quenze di insiemi strettamente annidate prodotte dall’Algoritmo di Partizione.

Proposizione 5.1.3 Se I’Assunzione 5.1.1 ¢ soddisfatta, una sequenza {D%} prodotta
dall’Algoritmo di Partizione € strettamente annidata se e solamente se

lim [Ju’ — 1% = 0. (5.5)
k—o0

Prova. Sia {D} una sequenza prodotta dall’Algoritmo di Partizione. Dalla defi-
nizione della sequenza {D%} e dalle istruzioni dell’algoritmo, ogni volta che accade
che

Dk C D=1,

significa che, nell'iterazione k-1, il sottoinsieme D% & stato generato dalla partizione
dell’insieme D"-1. Dall’Assunzione 5.1.1 si ha

erflutt — 1| < futt = 1] < epfluttt — (5.6)

Ricordando nuovamente la definizione della sequenza di insiemi {D%} si ha che, per
j=1,...,k, ‘ ‘ ' '
DY C D1 oppure D' = D41,

Applicando ripetutamente la (5.6) si ha
()P [[u® = O < [lu™ = 1% < (e2)P¥[|u® = 1°], (5.7)

dove p;, indica quante volte il processo di divisione del Passo 2 € intervenuto per generare
I'insieme D oppure, equivalentemente, quante volte si ha la stretta inclusione tra due
insiemi successivi nella sequenza D, D" ... D%-1 D%,

74



Ora, se la sequenza {D*} prodotta dall’algoritmo & strettamente annidata segue, per
definizione, che

lim pp = oo,
k—o00

da cui, utilizzando la (5.7) e il fatto che 3 € (0, 1), si ottiene che

lim |Ju'* — %] < lim (g9)P*||u® — 1°]] = 0.
k—o0 k—o0

Viceversa, se la sequenza {D%} prodotta dall’algoritmo soddisfa il limite (5.5), dalla

(5.7) segue che ' '
lim (e1)P*||u® — 19 < lim |u’* — %] = 0.
k—o0 k—o0

La precedente relazione e il fatto che £; € (0,1) implicano che

lim pp = oo,
k—o00

da cui segue che la sequenza {D%} prodotta dall’algoritmo & strettamente annidata.]

Proposizione 5.1.4 Se I’Assunzione 5.1.1 & soddisfatta, una sequenza {D%} prodotta
dall’Algoritmo di Partizione € strettamente annidata se e solamente se

lim u'* =z (5.8)
k—o00
lim I = z; (5.9)
k—o0
oppure, equivalentemente

o

() D* = {z}.

k=0

Prova. Si dimostra inizialmente che se la sequenza {D%} prodotta dall’algoritmo &
strettamente annidata allora valgono i limiti (5.8) e (5.9).

Si consideri le sequenze di scalari {(u’);} e {(I’*);}, con j =1,...,n . Dalle istruzioni
dell’algoritmo si puo facilmente notare che, per ogni k, si ha:
(1); < (u'*);,  (u1); < (u'*);,  j=1,...,n, (5.10)
(%) < (w)y,  (I"); < %),  j=1,...,n. (5.11)
Per ogni j = 1,...,n, la (5.10) mostra che {(u’*);} ¢ una sequenza di scalari non

crescente e limitata inferiormente mentre la (5.11) implica che {(I%);} & una sequenza
di scalari non decrescente e limitata superiormente, da cui segue l'esistenza dei seguenti
limiti:

lim (uh); = (@), j=1l....m,
lim (1%); = (I); =1,...
kl{go(l )j ()J7 J ’ y 1y
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che, a loro volta, implicano l'esistenza dei due vettori @,l € R™ tali che

lim u'™ = 4, (5.12)
k—o00
lim 1" = [. (5.13)
k—o0

Per quanto riguarda i due vettori u e 7 si ha:
1@ =1 < @ —u™ ||+ [fu'™ — %[ + [ = 1] (5.14)

facendo il limite per k tendente all’infinito alla precedente relazione e, ricondando i
limiti (5.12) e (5.13) e la Proposizione 5.1.3, si ha:

u=1=1z. (5.15)

La prova dell'uguaglianza 2, D* = {Z} segue direttamente dalla definizione degli
insiemi D e dalle (5.8), (5.9) e (5.15).

Se, invevce, valgono i limiti (5.8) e (5.9) segue che:
lim |Ju'* — %] < lim |Ju* —Z|| + lim [i% —Z| =0
k—o0 k—o0 k—o0
che, utilizzzando la Proposizione 5.1.3, implica che la sequenza {D%*} & strettamente

annidata. Il

Proposizione 5.1.5 Se I’Assunzione 5.1.1 ¢ soddisfatta, una sequenza {D"*} prodotta
dall’Algoritmo di Partizione é strettamente annidata e (j—y D™ = {Z} se e solamente
se, per ogni € > 0, esiste un indice k tale che per ogni k > k si ha:

D C B(;¢). (5.16)
Prova. Dalla definizione di norma segue che per ogni z € D% si ha che
lz — 0[] <l — 0. (5.17)

Utilizzando il limite (5.9) di Proposizione 5.1.4 ed il limite (5.5) di Proposizione 5.1.3
si ha che, per ogni £ > 0 esiste un indice k tale che per ogni k > k si ha:

i+ -z < =, (5.18)
[t — 1%]| < g (5.19)

Dalle (5.17), (5.18) e (5.19), per ogni k > k e per ogni z € D, si ha che :
£

. . . . . I
lz =2l < lla = T+ {1 = 2] < flu* =T+ {1 = 2] < 5 + 3

:67

da cui segue la dimostrazione della (5.16).
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Viceversa se per ogni ¢ > 0 esiste un indice k tale che per ogni k > k vale la (5.16)
segue, a maggior ragione, che

u'* C B(Z;¢€) I’ C B(z;¢), (5.20)

che mostrano che i due limiti (5.8) e (5.9) di Proposizione 5.1.4 valgono e, quindi, la
sequenza {D'} & strettamente annidata. O

Dopo aver descritto alcune proprieta delle sequenze di insiemi strettamente annida-
te prodotte dall’Algoritmo di Partizione, nella seguente proposizione si affronta il
problema di garantire che tale algoritmo produca almeno una di queste sequenze.

Proposizione 5.1.6 Se I’Assunzione 5.1.1 ¢é soddisfatta, I’Algoritmo di Partizione
genera almeno una sequenza strettamente annidata di insiemi {D }.

Prova. La dimostrazione segue ricordando i seguenti due punti caratterizzanti 1’Algo-
ritmo di Partizione:

- alla generica iterazione k-esima, I’algoritmo ha prodotto una partizione {D?,i €
I} dell’insieme ammissibile D tale che:

D= D, Int(D)(\Int(D)=0, Vijely i#j (5.21)
i€l

- ripetendo gli argomenti utilizzati nella dimostrazione della Proposizione 5.1.3
segue che I'applicazione ripetuta dell’Assunzione 5.1.1 implica, per ogni i € I,

()P lu® =10 < flu’ =1 < (e2)Pi[u® = 1°I); (5.22)
(ut —1%); . i (u® —19);

_ _ min 7 min . 5‘23
(U = 1) ian (&) (1 =194 (5:23)

dove p; indica il numero di volte in cui processo di divisione e intervenuto per
generare 'insieme D’ a partire dall’insieme iniziale D.

Ora, si supponga per assurdo che I’algoritmo non generi nessuna sequenza strettamente
annidata. Questo implicherebbe l'esistenza di un valore p tale che, per qualsiasi k,
limiterebbe superiormente i numeri di processi di divisione che avrebbero generato i
sottoinsiemi D, con i € Iy, della partizione di D nella iterazione k-esima. Cioe, per
ogni k e per ogni i € Iy, si avrebbe che:

Pi < D. (5.24)
Le (5.22),(5.23) e (5.24) implicherebbero che, per ogni k e per ogni i € I,

(e0)Pllu® = 1%l < [l = 1]

A (w9 =19,

(U = 1) (u® = 19);

Tmax
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da cui se ne ricaverebbe l'esistenza di una costante & tale che, per ogni k e per ogni
1 € I, risulterebbe: '
meas(D") > 6. (5.25)

Dalle istruzioni dell’algoritmo si ha che, ad ogni iterazione, viene generata una nuova
partizione con un numero di sottoinsiemi che & aumentato di m > 2 elementi rispet-
to alla partizione precedente. Quindi, per k£ tendente all’infinito, il numero di sot-
toinsiemi che costituiscono le partizioni tende all’infinito. Questo pud essere espresso
equivalentemente con
lim |Ij| = oo, (5.26)
k—o00

dove |Ii| indica la cardinalita dell’insieme I, cioé il numero di indici che lo compongono.

Le (5.21), (5.25) e (5.26) produrrebbero un assunrdo con la compatezza dell’insieme
ammissibile D. Infattile (5.21), (5.25) e (5.26) implicherebbero che un insieme compat-
to puo essere partizionato in un numero arbitrariamente grande di insiemi che hanno
misura uniformemente diversa da zero. [

I risultati descritti in questa sottosezione derivano scegliendo la tecnica di partizione uti-
lizzata nello schema generale dell’Algoritmo di Partizione in maniera che ’Assunzione
5.1.1 sia soddisfatta.

Le prossime due sottosezioni sono dedicate all’analisi del comportamento asintotico
dell’algoritmo nel caso di due differenti approcci per la scelta dei sottoinsiemi da
partizionare.

5.1.2 Scelta dei sottoinsiemi da partizionare: sottoinsiemi di dimen-
sioni piu grandi.

Una possibile caratteristica su cui possono basarsi i metodi che utilizzano partizioni
e quella di cercare di localizzare i minimi globali tentando di analizzare il comporta-
mento della funzione obiettivo su insiemi sempre piu piccoli. Infatti al diminuire delle
dimensioni dell’insieme, le infomazioni locali della funzioni diventano sempre piu atten-
dibili. Seguendo questa impostazione, la scelta dei sottoinsiemi da partizionare deve
garantire che, al crescere delle iterazioni, le dimensioni di tutti gli insiemi che costi-
tuiscono la partizione tendano a diminuire. In questa sottosezione viene mostrato che
questa caratteristica puo essere garantita richiedendo che almeno uno dei sottoinsiemi
di dimensione massima € partizionato, ad ogni iterazione.

Per formalizzare questa modalita di scelta dei sottoinsiemi da partizionare ed effettuar-
ne ’analisi teorica € necessario introdurre alcune nuove notazioni. Data una partizione
{D" :i € I}} si identifica 'ampiezza massima dei sottointervalli con:

dmaezr — i lz 92
R = max[|u’ — I, (5.27)

e 'insieme degli indici dei sottoinsiemi che hanno ampiezza massima con:
1o = i€ Iy : |l — 0| = dipesy. (5.28)

A questo punto si puo introdurre la seguente assunzione.
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Assunzione 5.1.2 FEsiste un infinito sottoinsieme di indici K C {1,2,3,...}, tale che
I NI # 0 per ogni k € K.

La proposizione seguente mostra che, se almeno un sottoinsieme di dimensione massima
viene selezionato in un sottoinsieme infinito di iterazione, il processo di partizione di
ogni sottoinsieme generato non viene interrotto mai.

Proposizione 5.1.7 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.2 siano
soddisfatte. Siano {D',i € Iy} la partizione generata dall’Algoritmo di Partizione
all’iterazione k-esima e dj’** la quantita data dalla (5.27). Allora
lim d'** = 0. (5.29)
k—o0
Prova. Dalle istruzioni dell’Algoritmo di Partizione si ha che la sequenza di scalari
{d;»**} & non crescente e limitata inferiormente. Percio la sequenza {d}'**} ¢ conver-
gente. Si supponga, per assurdo, che il limite (5.29) non sia verificato e che, quindi,
esista un valore § > 0 tale che, per tutti &, si abbia:

Al > 5. (5.30)

Dalla compattezza dell’insieme D si ha che il numero di sottointervalli che hanno
ampiezza

u? — 11| > 6
¢ limitato superiormente da un numero N. Infatti, in caso contrario, si avrebbe la
contraddizione che l'insieme compatto D potrebbe essere partizionato in un numero
infinito di sottointervalli con ampiezza delle diagonali maggiori della quantita 6.
Per ogni iterazione k, si puo definire il seguente insieme di indici

I,(0) = (i € I« |u’ = || > 6},

cioe I'insieme degli indici dei sottointervalli che hanno lunghezza della diagonale stret-
tamente maggiore della costante d. Da quanto detto precedentemente, si ha che il
numero di questi indici ¢ limitato superiormente da un numero N, cioe

|I(8)| < N, per ogni k.
Ricordando la definizione dell’insieme I;** (data dalla (5.28)), si ha anche:
I C 1.(5).

Poiche si & supposto che sia vera 1’Assunzione 5.1.2, I'insieme di iterazioni K = {k :
N1 7& ng}z ¢ infinito. Per ogni k € K esite un indice %" € I;'* N I};. Quindi
I'insieme D' e partizionato dall’algoritmo dando luogo a dei nuovi sottointervalli
DM, j =1,...,m, che, ricordando I’Assunzione 5.1.1, hanno ampiezze che soddisfano
la seguente relazione:

smax Smax
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con g9 € (0,1).

Dati due indici di iterazioni k < k si definisce con K (k, k) I'insieme di iterazioni che
appartengono a K e che sono comprese tra k e k, cioe:

K(k,k)={he K:k<h<k}.

Poicheé K & infinito esiste un indice k() tale che tra k e k() ci sono N iterazioni che
appartengogn a K, cioe: B
[ K (K, E(N))| = N.

Nelle N iterazioni h € K(k,k(N)), dalla (5.30) seguirebbe che
AP > 6, h € K(k k(N)) (5.32)

ma questa relazione implicherebbe che, in queste N iterazioni, la Procedura di Parti-

zione sarebbe stata applicata a tutti gli insiemi D?, i € Ij,(5), oppure che sarebbe stata
applicata a due insiemi strettamente annidati tra di loro. In entrambi i casi, ricordando
la (5.31), si avrebbe:
df—f(a]\’,‘) < g di™.
Ripetendo gli stessi ragionamenti e definendo con k(pN) I'indice tale che:
| K (k, k(pN))| = pN.
Assumendo vera la (5.30), per le iterazioni h € K(k,k(pN)), si otterrebbe che:

d;—gn(;’]‘\,) < (eq)P d*™, con p=1,2,....

che, per valori sufficientemente grandi di p implicherebbe che
max S
che produrebbe una contradizione con la (5.30). N

Dalla precedente proposizione segue che I’Algoritmo di Partizione, con la precedente
richiesta sulla scelta dei sottoinsiemi da partizionare, genera un insieme di punti che, al
crescere delle iterazioni, tende a diventare un insieme denso su D, come & formalizzato
dai seguenti risultati.

Proposizione 5.1.8 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.2 siano
soddisfatte. Allora tutte le sequenze di insiemi {D*} generate dall’Algoritmo di Parti-
zione sono strettamente annidate.

Prova. Per ogni sequenza di insiemi {D%} generata dall’Algoritmo di Partizione, dalla
definizione di dj*** e dalla Proposizione 5.1.7, si ottiene che:

lim [u — %] < lim dP*® =0,
k—o00 k—00
da cui, utilizzando la Proposizione 5.1.3, si ha che la sequenza e strettamente annidata.

0
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Proposizione 5.1.9 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.2 siano
soddisfatte. Allora per ogni T € D I’Algoritmo di Partizione genera una sequenza di
insiemi {D'"} strettamente annidata tale che

o0

() D™ = {&}.

k=0
Prova. Poiche I'algorimo genera una sequenza di partizioni {D?: i € I;} dell'insieme
ammissibile D, in ogni iterazione & possibile identificare un sottoinsieme D%, con ¢}, €
Iy, che contiene il punto Z, cioe i cui estremi soddisfano, per ogni k:

1% <z < ub. (5.33)

Dalla Proposizione 5.1.8 si ha che la sequenza di insiemi {D%} & strettamente annidata.
Facendo i limiti, per k tendente all’infinito, dei tre termini delle disequazioni (5.33) e
ricondando la Proposizione 5.1.4 segue la dimostrazione della proposizione. O

Dai precedenti risultati seguono i seguenti corollari.

Corollario 5.1.10 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.2 siano sod-
disfatte. Sia {D',i € I} la partizione generata dall’Algoritmo di Partizione all’itera-
zione k-esima. Per ogni T € D e per ogni € > 0 esiste una iterazione k dell’Algoritmo
di Partizione in cui c’é un indice hy, € I tale che:

DM ¢ B(z;¢).

Corollario 5.1.11 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.2 siano sod-
disfatte. Sia {D',i € I} la partizione generata dall’Algoritmo di Partizione all’itera-
zione k-esima. Per ogni minimo globale x* di f(x) su D e per ogni € > 0 esiste una
iterazione k dell’Algoritmo di Partizione in cui c’é un indice hy € Iy tale che:

DM ¢ B(z*;€).

5.1.3 Scelta dei sottoinsiemi da partizionare: sottoinsiemi piu pro-
mettenti.

Nella sottosezione precedente si & considerato il caso in cui I’Algoritmo di Partizione,
nella scelta dei sottoinsiemei da partizionare, includesse uno di dimensioni massime.
In questa sottosezione si analizza una strategia diversa in cui l'idea base & quella di
selezionare i sottoinsiemi considerati piu promettenti. I punti caratterizzanti di questa
scelta dei sottoinsiemi da partizionare sono i seguenti:

- data una partizione {D" : i € I;;} dell’insieme ammissibile D;

- per ogni sottoinsieme D', i € I, viene calcolato uno scalare R}, che fornisce
una stima del valore minimo che assume la funzione obiettivo nel sottoinsieme
considerato;
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- vengono determinati gli insiemi D", a cui corrispondono gli scalari RZ a valore
piu basso;

- uno dei precedenti insiemi viene suddiviso ulteriormente (in alcuni algoritmi
vengono suddivisi tutti).

Per incominciare ad analizzare formalmente questa seconda strategia di scelta dei
sottoinsiemi da partizionare & utile introdurre la seguente ipotesi.

Assunzione 5.1.3 Per ogni k, si ha I}, = {h} dove l'indice h ¢ tale che
h _ - i
Ry = min i,

con i valori d’interesse RL, i € I, che soddisfano a:

i) per ogni sequenza strettamente annidata di insiemi {D%*}, con N3, D™ = {7},
st ha '
lim R = f(z);
o, B = (@)

ii) in corrispondenza ad un minimo globale x* € X* esiste un indice k tale che, se
DIk, gi € Iy, € l'insieme per cui x* € D% si ha che, per ogni k > k,

RI* < f(a*).

La seguente proposizione caratterizza il comportamento dell’Algoritmo di Partizione
nel caso in cui utilizzi, come strategia di scelta dell’insieme da partizionare, quella de-
scritta dall’Assuzione 5.1.3. In particolare essa mostra che ogni sequenza strettamen-
te annidata prodotta dall’algoritmo converge verso un minimo globale della funziione
obiettivo.

Proposizione 5.1.12 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.3 siano
soddisfatte. Allora, per ogni sequenza strettamente annidata di insiemi {D'} prodotta
dall’Algoritmo di Partizione, si ha che

0 .
() D* C X*. (5.34)
k=0

(Dove X* ¢ linsieme dei minimi globali della funzione f sull’insieme ammissibile D.)

Prova. Si procede assumendo, per assurdo, che I’Algoritmo di Partizione produca una
sequenza strettamente annidata di insiemi per cui non valga la (5.34), cioé una sequenza

per cui si abbia:
(o]

N 2% = ah

k=0
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con T ¢ X*.
Sia K C {1,2,...} il sottoinsieme degli indici delle iterazioni dell’algoritmo in cui
l'insieme D% viene suddiviso. Dalle istruzioni dell’algoritmo si ha che, per k € K:

R}¥ = min R}, (5.35)

i€l

Per ogni k € K, sia Dik I'insieme che contiene il minimo globale z* € X* considerato
nel punto ii) dell’Assunzione 5.1.3. Dalla (5.35) si ha che, per ogni k € K:

R}* < R, (5.36)

L’assunzione ii) implica 'esistenza di un indice k tale che, per tutti gli indici k¥ € K e
k> E, si ha: ‘ ‘
R} < R} < f(a"). (5.37)

Facendo tendere & all'infinito ed utilizzando 'ipotesi 1), si ottiene dalla (5.37):

. Tk — =) < *
ke%r&m R = f(z) < f(2%),

che produrebbe un assurdo con il fatto che z ¢ X*. ]

Le proprieta dell’Algoritmo di Partizione posso essere completate richiedendo la se-
guente assunzione che € un rafforzamento dell’ Assunzione 5.1.3.

Assunzione 5.1.4 Per ogni k si ha I}, = {h} dove Uindice h é tale che
con 1 valori d’interesse R};, i € Iy, che soddisfano a:

i) per ogni sequenza strettamente annidata di insiemi {D%}, con N>, D% = {7},
si ha ‘
lim R} = f(2);

ii) per ogni minimo globale x* € X* esistono una costante § > 0 ed un indice k tali
che, se D%, ji. € Iy, é Uinsieme per cui x* € DI* | si ha che, per ogni k > k,

Rk < f(a*) = dlfulk — %]

Utilizzando questa nuova assunzione si puo stabilire la seguente proposizione che assi-
cura che ogni minimo globale attrae una sequenza di insiemi strettamente annidata di
insiemi prodotta dall’algoritmo .
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Proposizione 5.1.13 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.4 siano
soddisfatte. Allora, per ogni minimo globale x* € X*, esiste una sequenza strettamente
annidata di insiemi {D"} prodotta dall’Algoritmo di Partizione tale che:

(o.]

() D* = {z*}. (5.38)

k=0
Prova. Si procede assumendo, per assurdo, che esista un minimo globale z* € X*
per cui L’Algoritmo di Partizione non produca una sequenza strettamente annidata
di insiemi per cui valga la (5.38). In altre parole si assume che, per ogni sequenza
strettamente annidata di insiemi {D%} prodotta dall’Algoritmo di Partizione si abbia:

(o]

N % =

k=0
con T # x*.
Dalla precedente relazione si avrebbe, come prima conseguenza, che la sequenza di
sottoinsiemi {D7* }, considerati nel punto ii) dell’ Assunzione 5.1.4 e contenenti il minimo
globale x*, non sarebbe strettamente annidata e, quindi, esisterebbero uno scalare e > 0
ed un indice k tali che per ogni k > k si avrebbe:

|ulk — k|| > e. (5.39)

Sia {D*} una sequenza strettamente annidata di insiemi prodotta dall’Algoritmo di
Partizione e sia K C {1,2,...} il sottoinsieme degli indici delle iterazioni dell’algoritmo
in cui I'insieme D% viene suddiviso, cioe i}, € I 5, per ogni k € K. Quindi, per ogni
k € K, si ha che: ‘ '

R = 1@1611112 Ry,. (5.40)
Il punto ii) dell’Assunzione 5.1.4, (5.39) e (5.40) implicano che per tutti gli indici k € K
e k > max{k, k}, si ha:

R < RJF < f(a") = dlful — 1| < f(a") =0 e (5.41)

Facendo tendere k all’infinito ed utilizzando il punto i) dell’Assunzione 5.1.4, si ottiene
dalla (5.41):

. ik: —< *\
emi I =SB S T =0

che produrrebbe un assurdo con il fatto che z* € X*. O

Unendo la Proposizione 5.1.12 e la Proposizione 5.1.13 con la Proposizione 5.1.5 si
ottengono i seguenti corollari

Corollario 5.1.14 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.3 siano sod-
disfatte. Sia {D',i € I} la partizione generata dall’Algoritmo di Partizione all’itera-
zione k-esima. FEsiste un minimo globale x* di f(x) su D tale che, per ognie > 0, esiste
una iterazione k dell’Algoritmo di Partizione in cui ¢’é un indice hy € Iy, tale che:

DM ¢ B(z*;€).
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Corollario 5.1.15 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.4 siano sod-
disfatte. Sia {D',i € I} la partizione generata dall’Algoritmo di Partizione all’itera-
zione k-esima. Per ogni minimo globale z* di f(x) su D e per ogni ¢ > 0 esiste una
iterazione k dell’Algoritmo di Partizione in cui c’é un indice hy, € Iy, tale che:

DM ¢ B(z*;e).

5.1.4 Algoritmo di Partizione con minimizzazioni locali.

Analogamente a quanto avvenuto nel caso degli algoritmi probabilistici anche gli algo-
ritmi che partizionano 'insieme ammissibile possono sfruttare al loro interno 'efficienza
dei metodi di ottimizzazione locale in modo da migliorare le loro proprieta teoriche e
la loro effficienza computazionale. In particolare il seguente algoritmo ¢ un esempio di
un Algoritmo di Partizione che utilizza minimizzazioni locali.
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Algoritmo di Partizione Multistart.

Passo 0: Si pone D° = D, I° = [, u® = u, Iy = {0}, si sceglie un punto zg € D, si
pone zj = xg e k = 0;

Passo 1: data la partizione {D':i € I} di D;
si identifica un sottoinsieme di indici I} C I,

si pone IV =1, fozlg e p=20;
Passo 2: si sceglie un indice h € I? e si partiziona D" in m > 2 sottointervalli

h h h
phi ph2  phm

si scelgono i punti " € D, per j=1,...,m;
Passo 3: a partire da ogni punto 2", j = 1,...,m, si effetuano delle minimizzazioni
locali ottenendo y", j =1,...,m;

si sceglie y* tale che f(y*) = minj_1,__, f(y");

se f(y*) < f(wx}) si pone xj_ | = y*; altrimenti si pone x} ; = x};

Passo 4: si pone:

=1 {h\{n},

j=1,...,m
= 1 (n)
se [pt1 # () si pone p=p+ 1 e si torna al Passo 2;
Passo 5: si definisce la nuova partizione {D':i € I} 41} con
Ippr = IPTY

si pone k =k 4+ 1 e si torna al Passo 1.

Come accenato, 'utilizzazione dei metodi di ottimizzazione locale permette di realizzare
degli algoritmi con interessanti proprieta teoriche. In particolare, per quando riguarda
il precedente algoritmo, ha si il seguente risultato.

Proposizione 5.1.16 Si supponga che siano verificate I’Assunzione 5.1.1 ed una tra
I’Assunzione 5.1.2 e I’Assunzione 5.1.4. Se esiste un minimo globale z* della funzione f
su D per cui lalgoritmo di minimizzazione locale (utilizzato al Passo 8) soddisfa la Pro-
prieta 1 (sezione 3.1.2) allora esiste una iterazione k in cui L’Algoritmo di Partizione
Multistart produce un punto x tale che:

vie X", (5.42)
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Prova. la prova segue direttamente dal Corollario 5.1.11 oppure dal Corollario 5.1.15
e dalla Proprieta 1 dell’algoritmo locale. O

(La Sezione 5.1.5 non fa parte del programma dell’esame di Metodi di Otti-
mizzazione Globale (5cfu), mentre fa parte di quello dell’esame di Ottimiz-
zazione Globale (6cfu))

5.1.5 Scelta dei sottoinsiemi da partizionare: conoscenza del valore
ottimo della funzione obiettivo.

La scelta dei sottoinsiemi da partizionare puo essere fatta piu efficientemente nel caso
in cui siano note delle informazioni globali sul problema da risolvere. In questa sezione
viene descritta una tale situazione. In particolare si considera la seguente assunzione.

Assunzione 5.1.5 La funzione f & continuamente differenziabile su R™ ed il valore
ottimo f* = mingep f(x) é noto.

Utilizzando la precedente assunzione € possibile considerare una nuova funzione obiet-
tivo data da:

0(x) = (f(x) = f), (5.43)
dove p > 1 se non esiste nessun punto di * € X* tale che z* € 9D altrimenti p > 1.

Per questa funzione obiettivo si puo stabilire il seguente risultato.

Proposizione 5.1.17 Si supponga che I’Assunzione 5.1.5 & soddisfatta. Allora, per
ogni costante 0 < L<ooe per ogni x* € X*, esiste esiste € > 0 tale che la costante
L ¢ una sovrastima della costante di Lipschitz locale della funzione 0(x) nell’intorno
B(x*;¢), cioé per tutti v € B(z*;¢) si ha

16(2*) — ()| < Llja* — x|
Prova. Dal Teorema della Media si ha:
0(z) = 0(z*) + VO(&)" (z — z*) = 0(z*) + p(f (&) — f*)P V(@) (z — z¥),

dove & = z* + n(x — z*), con n € [0,1].

Dalla precedente uguaglianza si ottiene:

10(x) = 0(2")| < p(f (&) = fFYPHIVF@)lle 2.

Percio, dalla continuita di Vf e dalla compatezza di D, segue che, per ogni z* € X* e
per ogni L > 0, esiste un € > 0 tale che

max p(f(z) — f )P V()| < L.

zEB(x*;e)
Allora segue che per tutti x € B(z*;¢),

6(z*) — 6(2)| < L]ja™ — x|
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O

Utilizzando la nuova funzione obiettivo 6(z) ¢ possibile definire dei particolari scalari
R;, da associare a vari sottointervalli D, con ¢ € I}.

Per ogni L > 0 e per ogni ¢ € I}, si pud infatti definire:
Ri = 0(zi) — Ld’, (5.44)
dove 2t € D' e d' = |ju’ — 1.

Introdotti gli scalari R, con i € Ij, ¢ possibile formalizzare una nuova strategia di
scelta dei sottoinsiemi da partizionare attraverso la seguente ipotesi.

Assunzione 5.1.6 Per ogni k, l'insieme I} ¢ definito nella sequente maniera:

se R < 0 (dove RIM™ = min;ey, RL), allora
It ={icI,: R, <0},

altrimenti I}, deve soddisfare
I NP £ 0.

L’idea della precedente ipotesi € quella di combinare le strategie descritte nella Sezione
5.1.2 e nella Sezione 5.1.3.

La seguente proposizione descrive il comportamento asintotico dell’Algoritmo di Parti-
zione nel caso in cui utilizzi la strategia di partizionare descritta dall’Assuzione 5.1.6.

Proposizione 5.1.18 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1, I’Assunzione 5.1.5 e I’As-
sunzione 5.1.6 siano soddisfatte. Allora, per ogni sequenza strettamente annidata di
insiemi {D%* } prodotta dall’Algoritmo di Partizione, si ha che

0 .
() D™ C X*. (5.45)
k=0

Prova. Come prima cosa si mostra che esiste un indice k tale che, per tutti k > k, si
ha R < 0.
Si supponga, per assurdo che esista un sottoinsieme infinito di indici K tale, che per
tutti £ € K, si abbia

Rpin >, (5.46)

L’Assunzione 5.1.6 implicherebbe che, per tutti £ € K, I} N I}*** # (). Applicando la
Proposizione 5.1.7, si otterrebbe

kli)ngodk =0.
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Scelto un qualsiasi ™ € X*, la Proposizione 5.1.17 garantirebbe 'esistenza di un € > 0
tale che, per tutti x € B(x*,€), si avrebbe

0(z*) — 0(x)| < L|jz* — z]|. (5.47)

Dalla Proposizione 5.1.9 e dalla Proposi_zione 5.1.5, esisterebbero una sequenza {th}
tale che 72y D™ = {2*} ed un indice k € K tale che per ogni k > k si avrebbe

a:Zk € B(z*,¢) e D™ C B(z*,e).
Percio, tenendo conto che §(x*) = 0, si avrebbe dalla (5.47)
Oty < Llja* — 2*|| < Ld".
Dalla definizione di R}Cnin, seguirebbe

Rp™ = min (0(2}) — Ld}) < 0(x}*) — Ld" <0,

i€l

che contraddirebbe la (5.46).
Percio, per k sufficientemente grande, si ha R < 0. Si consideri una qualsiasi se-
quenza strettamente annidata { D%} tale che N2, D’ = {Z}. Sia K insieme di indici
di iterazioni tali che

D1 C D',

Allora, poiche I} = {i € I;: R, < 0} si ha
f(xik) < Ld'™. (5.48)

Inoltre dalla Proposizione 5.1.3 si ha che limy_oo d* = 0 e limj_,oo a:zk = Z, che
combinati con la (5.48) implicano

. i\ pr=\ g
i f(zyf) = f(z) = f7,
cioe, T € X*. |l

Nel caso in cui il valore ottimo f* della funzione obiettivo non & noto a priori, si
puod comungque trarre ispirazione da quanto descritto precedentemente per definire un
algoritmo che cerca di stimarsi il valore f*.

In questo caso viene fatta utilizzata la seguente ipotesi:

Assunzione 5.1.7 La funzione f é continuamente differenziabile su R™ ed ogni mini-
mo globale x* € X* ¢é tale che x* ¢ 0D (cioe | < x* < u).

Si introduce la seguente funzione
O(x; f.e) = fla) = (f —¢) (5.49)
dovefeRe€€R+.
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La forma della funzione~§ deriva da quella della 6 scegliendo p = 1 e stimando f*
attraverso la differenza f — e.

Un modello generale di un algoritmo che genera una sequenza di partizioni dell’insieme
ammissibile cercando di stimare il valore ottimo della funzione obiettivo ¢ descritto dal
seguente schema.

Algoritmo di Partizione con Stima del Valore Ottimo (PSVO)

Passo 0: Dati L > 0, 7 € (0,1), &g > 0, Z € D. Sipone D’ =D, I =1, u° = u
Iy={0},2°=% e k=0

Passo 1: data la partizione {D':i € I;} di D e determinati i punti
2 € D', perogni i€ Iy,
si calcola fi, = miner, f(z));
si calcola R}; = é(xl, fk,ak) — Ld*, per ogni 1 € I,
se min;er, R}; < 0, si sceglie I} tale che I} C {i € I} : R}; < 0}
altrimenti si sceglie I} tale che I} N I # ();

si pone IV = I, fozlg e p=0
Passo 2: si sceglie un indice h € I? e si partiziona D" in m > 2 sottointervalli

ph ph2 . Dhm,

Passo 3: si pone:

=1 {h\{n}

jzlv"'vm

P+t =17\ {n},
se [PH1 # () si pone p=p+ 1 e si torna al Passo 2;

Passo 4: si definisce la nuova partizione {D’:i € I,1} con Iy = IPT1;
max

se 7( k+1)2 < &, allora si pone g1 = T(d}j‘f{ﬁ altrimenti ;41 = €y

si pone k =k + 1 e si torna al Passo 1.

Visto che il precedente algoritmo non usa nessuna informazione globale, la prima pro-
prieta da garantire ¢ il fatto che sia in grado di produrre un insieme di punti che
asintoticamente formi un insieme denso su D.

Proposizione 5.1.19 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.7 siano
soddisfatte. Allora
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i) tutte le sequenze di insiemi {D™} prodotti dall’Algoritmo PSVO sono strettamente
annidate;

i) per ogni @ € D, Algoritmo PSVO produce una sequenza di insiemi {D} stretta-
mente annidata tale che

() D* = {z}.
k=0

Prova. Si supponga che, per contraddizione, la tesi del punto i) sia falsa. Ricordando
la definizione di I;™* e la Proposizione 5.1.8, esisterebbe un indice £ tale che per ogni
k > k si avrebbe:

AR = § > 0,
I QIR = g,

Dalle precedenti relazioni e dalle istruzione dell’algoritmo si avrebbe che per ogni k > k
si avrebbe:

e =¢€>0,
min R}, < 0.
1€y,

Sia {D%*} una qualsiasi sequenza strettamente annidata e sia K Iinsieme di indici di
iterazioni tali che, per k € K, si abbia

D'+ C D',
Allora, poiche I} = {i € I : R, < 0} si avrebbe
Rt = f(a™*) = fi+ e — Ld™ <0,

da cui seguirebbe: ' ~ L
&™) = fi < —ep + Ld'*. (5.50)

Inoltre dalla Proposizione 5.1.3 seguirebbe che limy_, o d* = 0, percid per valori di
k > k sufficientemente grandi, si avrebbe che Ld'* < &/2 = ¢;,/2. Da cui seguirebbe

f(@™*) — fr < —E+ Ld* < —%.

Quest’ultima relazione implicherebbe che per valori di k sufficientemente grandi si
avrebbe

fenn < Fo-3

che produrebbe un assurdo con il fatto che la funzione f & limitata sull’insieme compatto
D.

Quindi la tesi del punto i) & vera.

Dalla prima parte della dimostrazione segue che esiste un insieme infinito K di indici
iterazioni per cui I’Algoritmo PSVO sceglie I} tale che I} N I # () per ogni k € K.
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La dimostrazione del punto ii) della proposizione segue dalla Proposizione 5.1.8 e dalla
Proposizione 5.1.9 . |l

La prossima proposizione mostra che il test al Passo 1 ha un ruolo positivo nel spingere
I’algoritmo a considerare e partizionare i sottoinsiemi contenenti punti di ottimo globale.

Proposizione 5.1.20 Si supponga che I’Assunzione 5.1.1 e I’Assunzione 5.1.7 siano
soddisfatte.

(i) Per ogni € D\ X*, se {D¥*} ¢ la sequenza per cui (g—g Dt = {z}, esiste un
indice di iterazione k tale che, per ogni k > k,si ha

R}k > 0.

(i)) Per ogni x* € X*, se {Di*} ¢ la sequenza per cui (o Dix = {2*}, esiste un
indice di iterazione k tale che, per ogni k > k, se D" soddisfa

. 9
x* €D"% and d'* > %(d?ax)2,

allora si ha ‘
R¥ <0.

Prova. Punto (i). Dalla Proposizione 5.1.19 segue che, per ogni x € D, I’Algoritmo
PSVO produce una sequenza di insiemi strettamente annidata tale che (72, D' = {z}.
Dalla Proposizione 5.1.3 e dalla Proposizione 5.1.19 seguono che limj_,oo d’* = 0 e
limy, o0 d7*** = 0.

Percio dal Passo 4 dell’Algoritmo PSVO si ha:

lim &, = 0. (5.51)

k—o0
Dalla formula di aggiornamento di f), al Passo 4 e dalla Proposizione 5.1.19, segue che
lim fp = f(z*), z*eX* (5.52)
k—o00

Per ogni 7 € D\ X*, sia {D%*} la sequenza strettamente annidata prodotta dall’Algo-
ritmo PSVO tale che

o0

() D* = {z}.

k=0

Dalla definizione di R?j, segue che
Ryf = f(ayf) = fu = Ld'™ +ep = f(2)f) = J* + f* = fro = Ld™ + e,

Poiche limg_, o f (a:zk) = f(&) > f*, facendo i limiti della precedente relazione si ottiene
dalla (5.51) e dalla (5.52) '
lim RF >0,

k—o0
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e quindi segue la tesi.

Punto (ii). Si consideri il sottointervallo D% tale che x* € Di. Poiche x* € X*, segue
flait) = fi = Ld* + 0 < f(aff) = f(a") = Ld™ + .
Dalla regola di aggiornamento di €, si ha che
Flaf) = fla) = L™ e < fla) = f(a") — Ld* + 7 (d™)?

) * Z 0 max ‘Z/ 7
= f(xkk)_f($)_§dk+<7(dk )2—§dk>-
Ricordando la Proposizione 5.1.17, si ottiene che, per k sufficientemente grande, l~}/ 2

¢ una sovrastima della costante di Lipschitz di 6(z) = f(x) — f*. Quindi, per k
sufficientemente grande, utilizzando 'ipotesi del Punto ii) della proposizione si ha:

. i i,
ﬂﬁﬂ—f@ﬁ—gwb+G«$“F—EWﬂ

7 * Z i * max ‘Z/ M
gf@m—f@)—§Wf—wH+<ﬂ% f—gw)<m

che prova il risultato. [

La precedente proposizione mette in evidenza il ruolo giocato da valori R nella strategia
di selezione degli intervalli. Parlando in maniera approssimata, essi possono aiutare a
produrre sequenze di partizioni che si concentrano piu rapidamente intorno a minimi
globali. Infatti, per k sufficientemente grande, il valore R}; dei sottointervalli che non
contengono un minimo globale & positivo o uguale a zero. Invece, quei sottoinsiemi che
contengono un minimo globale e che hanno diagonali sufficientemente grandi, hanno
R <0.

5.2 Introduzione alla mininimizzazione di funzioni Lip-
schitziane

Un altro elemento comune della maggior parte dei metodi proposti che generano sequen-
ze di partizioni dall’insieme ammissibile & quello di cercare di generare efficientemente
queste sequenze cercando di sfruttare la possibile Lipschtzianeta della funzione obietti-
vo. Quindi, per poterli descrivere, puo essere utile richiamare la definizione di funzione
Lipschitziana.

Definizione 5.2.1 Dato un insieme F C R"™, una funzione f : F — R si dice Lipschi-
tziana su F, se esiste una costante L > 0 (chiamata costante di Lipschitz) tale che per
tutti x,y € F si ha

[f(y) = f(@)| < Ly — || (5.53)
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La richiesta che la funzione obiettivo sia Lipschitziana non ¢ una ipotesi particolarmente
restrittiva. Per esempio, la seguente proposizione mostra che, su un insieme convesso e
compatto, una funzione continuamente differenziabile ¢ sicuramente Lipschitziana.

Proposizione 5.2.2 Sia F C R™ un insieme convesso e compatto e sia f : F — R
una funzione continuamente differenziabile. Allora la funzione f é Lipschitziana su F.

Prova. Ricordando il Teorema della Media si ha che, comunque scelti y,z € F:

f)=f@)+Vfz+0y—=z)" (y—a),

con 6 € [0,1]. Dalla uguaglianza precedente si ottiene:

[f(y) = f@)] < Llly — |,

dove la costante L ¢ data da .
L = max |V £(2)].

ed e ben definita dalla continuita di V f e dalla compatezza del insieme F. J

La precedente proposizione si applica in particolare alla classe di problemi di ottimiz-
zazione che si sta trattando, cioe

min f(z) (5.54)
x €D,
dove D={z € R":l <x <u}.

Nel seguito di questo capitolo si assumera che la funzione obiettivo f e Lipschitziana
sull’insieme ammissibile D e che L & la sua costante di Lipschitz.

5.3 Metodi che utilizzano una sovrastima della costante
di Lipschitz della funzione obiettivo

Dalla Definizione 5.2.1 si ha che una funzione Lipschitziana sull’insieme D soddisfa
contemporaneamente le due seguenti relazioni (si veda figura 5.1):

f(z)

> f(zo) — Lllz — 20| (5.55)
f(@) <

flx
f(zo) + L||x — xo| (5.56)

per ogni xg,x € D.

La prima delle due precedenti relazioni puo essere sfruttata dal punto di vista algori-
tmico. Infatti essa mostra che la funzione

Fo(x) = f(wo) — Ll|z — x|
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f(xg) + LIIX-Xoll  f(x)

f(xo) - L {Ix - Xl

Figura 5.1: Funzione Lipschitziana.

permette di sottostimare i valori della funzione obiettivo, cioe per ogni x € D si ha:

f(x) > Fo(x).

11 valore ottimo della Fy(z) fornisce una stima inferiore del valore ottimo della funzione
obiettivo ed, inoltre, la Fj(x) ¢ semplice da minimizzare perche la sua particolare
struttura implica che puo assumere valora pitl basso solamente agli estremi dell’insieme
D (cioe xz* =1 e/o x* = u).

Se si dispone di un secondo punto x1 € D, di cui si conosce il valore della funzione
obiettivo f(z1), la (5.55) puo essere applicata due volte ottenendo che, per ogni x € D,
si ha:

(=)
(=)

(AVANAY,

f(z0) — Lz — 20|
f(x1) = Lz — 21|,

che implica, per ogni x € D,

f(z) = max{f(zo) — Lllz — zol|, f(z1) = Lllz — 21|/}
Quest’ultima relazione mostra che la funzione

Fi(z) = max{f(zo) — Ll|lz — ol f(x1) — Lllx — 2]} (5.57)
soddisfa, per ogni = € D, alle seguenti relazioni

f(z) > Fi(z) > Fo(x).

Percio la funzione F (z) fornisce delle sottostime dei valori della funzione obiettivo f(z)
che sono migliori di quelle che derivano da Fy(z). Infatti i valori di Fi(z) coincidono
con quelli di Fy(x) oppure forniscono valori piu vicini a quelli di f(x). Di conseguenza,
il valore ottimo della funzione Fi(x) su D fornisce una stima migliore del valore ottimo
della funzione obiettivo. D’altra parte, la funzione F(z) continua ad avere una strut-
tura tale da poter essere minimizzata in maniera abbastanza semplice. Per esempio,
nel caso in cui = ¢ uno scalare (cio¢ z € R), un punto di minimo globale z* di Fj(x)
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su D coincide con gli estremi dell’intervallo D (cioe z* =1 e/o x* = u) oppure coincide
con il punto in cui le due sottostime f(zg) — L||x — x| e f(z1) — L||z — 1]| assumono
lo stesso valore, cioé:

vo+x1  f(x1) = f(20)

_ <
) B oL, se o S I .
i B R TR ) I () R (559
2 2L 0~

I ragionamenti e passaggi fatti precedentemente possono essere ripetuti nel caso in cui
si e gia valutata la funzione obiettivo in un certo numero di punti xg,...,Z,,. Infatti
I’applicazione ripetuta della (5.55) porta al fatto che, per ogni x € D, si ha:

f(x) = f(xj) — Lllw —x5ll,  j=0,...,m.
Dalle precedenti relazioni si ottiene che la funzione

Fn(a) = max {f(x;) ~ Llla — 2,1

¢ tale che, per ogni x € D:
f(@) = F(x) = Fi(z) > Fo(z).

Quindi si ottiene che, all’aumentare dei punti in cui si ¢ valutata la funzione, migliora
la qualita della sottostima F,,(z). Tuttavia, all’aumentare dei punti, si complica l’e-
spressione della funzione F,(z) rendendo sempre piu complessa la sua minimizzazione.

5.3.1 Algoritmo di Schubert-Mladineo

Tutte le considerazioni e proprieta viste precedentemente possono essere utilizzate per
definire un primo algoritmo per determinare il minimo globale di una funzione Lipschi-
tziana. Il punto essenziale & conoscere una sovrastima L della costante di Lipschitz
L. Infatti tutte disuguaglianze viste continuano a valere sostituendo L con L purche
L>L.
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Algoritmo di Schubert-Mladineo.
Passo 0: Sia data una costante L tale che L > L e sia dato un punto zo € D;

Passo 1: si definisce la funzione
Fy(x) = f(wo) — L]z — wo|
si sceglie x1 in modo tale che:

F = min F;
o(z1) min o(z),

si pone k = 1;

Passo 2: si definisce la funzione

Fi(w) = max {f(z;) — Lz — z;]1}

=V,..,

si sceglie xx41 in maniera che

Fi(wp+1) = min - Fi(z)

Passo 3: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 2.

La figura 5.2 descrive alcune iterazioni del precedente algoritmo.

Per la sequenza dei punti generati dall’algoritmo di Schubert-Mladineo si puo stabilire
il seguente risultato.

Teorema 5.3.1 Sia {z;} la sequenza di punti generati dall’algoritmo di Schubert-
Mladineo allora si ha che:

k—o0
it) la sequenza {Fy(xp11)} € non decrescente e tale che klim Fy(xps1) = 55
—00
i) lim inf 2" — 2] = 0;
) Jim ot "l =0

dove f* e X* sono rispettivamente il valore ottimo e l'insieme dei minimi globali della
funzione f(x) su D.

Il precedente teorema mostra che 1’Algoritmo di Schubert-Mladineo ha interessanti
proprieta teoriche. Inoltre, per tale algoritmo, si pu0 definire un criterio di arresto.
Infatti se {f(xx)} e {Fk(xkrs1)} sono le sequenze generate, si ha

f(wr) > f* > Fp(orgr)
flxr) > f° = flan) + 7
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Figura 5.2: Iterazioni dell’algoritmo di Schubert-Mladineo.

dove 1, = Fi(zke1) — f(zk) e limg_oorp = O per il teorema precedente. Quindi se
|rk| < € il punto z & un punto di minimo di f(z) a meno di un valore e.

Purtroppo, dal punto di vista computazionzale, il precedente algoritmo presenta alcuni
difetti. Il primo & legato al fatto che, al crescere delle dimensioni del problema e
del numero di punti prodotti dall’algoritmo, diventa sempre difficile minimizzare le
sottostime Fj(z). Il secondo deriva dalla necessita di conoscere “a priori” una buona
sovrastima della costante di Lipschitz della funzione obiettivo. Infatti, scegliere la
costante L molto grande porta al fatto che le sottostime F}, possono avere tratti lineari
molto inclinati e valori molto distanti da quelli della funzione obiettivo f. Invece,
scegliere la costante L troppo piccola pud portare al fatto che L non & una sovrastima
della costante di Lipschitz della funzione obiettivo
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5.3.2 Algoritmi diagonali per funzioni Lipschitziane

Gli algoritmi appartenenti a questa classe sono stati proposti con 'obbiettivo di sfrut-
tare il fatto che la funzione obiettivo ¢ Lipschitziana e, per quanto possibile, di evitare
i difetti dell’Algoritmo di Schubert-Mladineo. Difetti costituiti principalmente dalla
necessita di conoscere, fin dalla prima iterazione, un sovrastima della costante di Lip-
schitz e dall’esigenza di dover risolvere ad ogni iterazione sottoproblemi estremamente
costosi.

L’idea di partenza degli algoritmi diagonali & di interpretare I’approccio dell’Algoritmo
di Schubert-Mladineo come un metodo che produce una sequenza di partizioni {D?,i €
I} dell’insieme ammissibile D. Ad ogni iterazione, il sottoinsieme pit promettente dal
punto di vista della minimizzazione globale, cioe, quello in cui c’¢ il minimo globale
della funzione Fj(x), viene suddividiviso ulteriormente. Questo criterio di scelta &
equivalente

- ad associare ad ogni insieme D' lo scalare Rj, dato da:

R! = min F'(z
k reDi ( )7

con Fi(x) = max{f(l;) — in =, flu)— f/||$ — '}

- a partizionare I'insieme D" a cui corrisponde lo scalare RZ valore piu basso.

Partendo dalle precedenti osservazioni, i metodi diagonali pili recenti possono essere
caratterizzati dai seguenti punti:

- di non richiedere la conoscenza di una sovrastima della costante Lipschitz della
funzione obiettivo sull’insieme ammissibile D ma, piuttosto cercare di determinare
ed utilizzare delle sovrastime L¢ delle costanti di Lipschitz (locali) della funzione
obiettivo su D;

- di determinare gli scalari R e di suddividere i sottoinsiemi in maniera efficiente;
utilizzando delle stime delle costanti di Lipschitz locali Lf'€ e delle informazioni
sul comportamento della funzione obiettivo sulla diagonale che congiunge i due
estremi [’ e u’.

Piu formalmente un algoritmo diagonale puo essere descritto dal seguente schema.
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Algoritmo Diagonale.
Passo 0: si pone D* =D, 1°=1, u® =u, Iy = {0} e k = 0;

Passo 1: data la partizione {D':i € I} di D;
si stimano le costanti di Lipschitz (locali) L} di f sui D%, i € I;
utilizando tali stime, si calcolano i valori Rfg di ogni insieme D?, i € I;
Passo 2: si sceglie un insieme D" tale che h € It ={jel: Ri = min;es, RS };
Passo 3: si determina il vettore w3 = agu + (1 — az)l" con ay € (0,1);
lo scalare «;, viene calcolato utilizzando nuovamente la stima LZ;
Passo 4: si sostituisce 'insieme D" con la sua partizione {th :j=1,...,2"} con
Dhi = {x e R": 1M <z <ul},
in cui, per ogni ¢ =1,...,n, si ha che:
") = (i e ()i = (z1)s,
(1) = (zh)i e (u")i = (u")s;

oppure

Passo 5: si definisce la nuova partizione {D’:i € I,1} di D con

Iisr = I\ J{1, ... hon } \ {R},

si pone k=k-+1 esitorna al Passo 1.

Nel Passo 3 del precedente algoritmo si suddivide I’insieme D" nei sottoinsiemi D",
con j =1,...,2" delimitati dalla frontiera di D" e dagli iperpiani che contengono zj, e
che sono paralleli alla frontiera di D".

Nel Passo 4 si devono determinare gli estremi (" e v dei nuovi sottointervalli D",
j = 1,...,2™ e si deve calcolare la funzione obiettivo in questi estremi. Quindi si
devono introdurre 2"+ — 3 nuovi punti poiche gli intervalli sono 2" ma gli estremi I e
u” dell’intervallo diviso D" sono gia disponibili ed il nuovo punto zj, diventa Pestremo
di due intervalli.

Le istruzioni dei Passo 3 e del Passo 4 (figura 5.3) devovo assicurare che i nuovi sot-
tointervalli D" vengano generati in maniera sufficientemente regolare, cio¢ che sia
soddisfatta I’Assunzione 5.1.1. Questo puo essere formalizzato dalla seguente proposi-
zione.
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Figura 5.3: Suddivisione dell’intervallo D".

Proposizione 5.3.2 Se, per ogni k, lo scalare oy, utilizzato dall’Algoritmo Diagonale
nel Passo 8 soddisfa alla condizione:

0<ap<1-80,

con 0 € (0,0.5), allora I’Assunzione 5.1.1 é soddisfatta.

Prova. Siano D" = {zr € R": hi <z < uhﬂ'}, j=1,...,2™ i sottointervalli generati
dallintervallo D" = {x € R™ : I" < x < u"} al Passo 4 dell’Algoritmo Diagonale allora,
per ogni j =1,...,2", le istruzioni del Passo 3 implicano che le componenti dei vettori
zi — " e ul — 2}, sono date da:

(z — 1) = o (u — 1M, i=1,...,n,

(uh_xk)i :(1_ak)(uh_lh)i7 Z‘:17"'7”7

da cui, ricordando le ipotesi su «, si ottiene:

o(u — 1M
O(u — 1)

i< (zp—)<@-0)Wh=1");,  i=1,...,n, (5.59)
i<W =z <A —-0)Wh =1, i=1,...,n.  (5.60)
Per costruzione, le componenti del generico vettore " sono date da (I"); = (I");
oppure da (I"); = (x}); mentre le componenti del generico vettore us sono date
da (uh); = (u"); oppure da (u9); = (x3);. Quindi, per ogni j = 1,...,2", il vettore
uli —1" ha componenti date da (u" —1"); = (x—1"); oppure da (v —1"); = (uP—x});

n

e, percio, ricordando le (5.59) e (5.60), si ottiene per j =1,...,2™

Ou —1"); < (Whi 1), <1 -0 =1,  i=1,...,n. (5.61)
da cui, ricordando la definizione di norma si ha per j =1,...,2™:
Ol (u" = 1M < [l(u" = 1") | < (1= O)[|(u" —1M)]. (5.62)
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Se si indicano con i e 4 gli indici tali che

(s = 1) = (s = 1), = min (uhs —1%);,
(uhi — M), = (uh — 1)

7 Tmax

= max (uhi — 1hi);,

i=1,...n
si ha:
(U = 1) = (" = 1"); 2 0(u" —1"); 2 0 min (u" —1"); = 0(u" —1");,,,.
(W —1"9)0 = (Wl = 1M9);
<@ O) 1M < (1 0) max (" —1"); = (1 O)(u" — "),
da cui segue che
(uhj - lhj)i . ( 0 ) (uh - lh)z :
min > min .. i
W7 T = \T—0) WP 1), 569

Dalle relazioni (5.62) e (5.63) segue che I’Assunzione 5.1.1 ¢ verificata con €1 = 6,
ego=1—0eec3=6/(1-0). 0

Dalla precedente proposizione e dalla Proposizione 5.1.6 si ha il seguente risultato.

Proposizione 5.3.3 Se, per ogni k, lo scalare oy, utilizzato dall’Algoritmo Diagonale
nel Passo 8 soddisfa alla condizione:

0<ap<1-80,

con 8 € (0,0.5), allora L’Algoritmo Diagonale genera almeno una sequenza strettamente
annidata di insiemi {D}.

Le varie istanze dell’Algoritmo Diagonale proposte in letteratura, si differenziano nei
modi di stimare le costanti L};, di determinare il punto x; ed i valori RZ. Nel seguito
vengono descritti prima degli esempi di come determinare il punto a;Z ed i valori RZ per
fissati valori delle stime delle costanti ﬁﬁﬁ e vengono evidenziate quali ipotesi devono
soddisfare queste stime per garantire delle proprieta di convergenza dell’algoritmo. Per
ultimo viene affrontato il problema di ottenere queste stime ﬁﬁﬁ cercando di sfruttare il
piu possibile le informazioni sulla funzione da minimizzare, ottenute nelle varie itera-
zioni dll’algoritmo, in modo da cercare di determinare dei valori soddisfacenti sia dal
punto di vista teorico che pratico.

Scelta del punto x.

Nel determinare il punto x, si evita di effettuare calcoli costosi ipotizzando che il
comportamento della funzione obiettivo sia ben approssimato dal suo andamento lungo
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la diagonale del sottointervallo considerato D", con h € Ij,. Piul in particolare, i punti
lungo la diagonale del sottointervallo D" vengono indentificati attraverso l'insieme:

z(a) = au + (1 — a)l", con a € [0,1] (5.64)

e la funzione obiettivo viene pensata come funzione della variabile scalare che indentifica
un punto lungo la diagonale del sottointervallo Dy, cioe si considera la seguente funzione:

f(z(a)) = flau” 4+ (1 — a)l), con a € [0,1]. (5.65)

In maniera simile al Metodo di Schubert-Mladineo, se la costante ﬁZ fosse una sovra-
stima della costante di Lipschitz della funzione f, la funzione f(x(«)) potrebbe essere
sottostimata dalla funzione:

Fz(a)) = max{f(x(1)) —ﬁZIIx(g) — =), f((0)) —éﬁ\lw(a) —z(0)[I}
= max{f(u") — (1 —a)Lg[lu" — 1", f") = alifu" ="} (5.66)

La funzione F'(z(«)), grazie alla sua particolare struttura e al fatto di dipendere sola-
mente dalla variabile scalare «, puo essere minimizzata facilmente nell’intervallo [0, 1].
Tenendo conto di questo fatto, si puo scegliere lo scalare ay in maniera tale che sia:

F(z(ar)) = o F(z(a)). (5.67)

Lo scalare «ay, che verifica la (5.67) ¢ 'unico valore che soddisfa la seguente uguaglianza:

Fu") = (1= a) Ll = 1" = f(*) — awLi|ju” = 1", (5.68)

ap = 1 (1 1 M) (5.69)

2 L uh —n
Determinato il precedente valore di ay, il punto xj; diventa:

Sl fh) - f) WM -1 (5.70)
2 2Lk Juh =11

da culi si ha:

z, = z(ag) = agpu + (1 — )"

La seguente proposizione mostra che, se le stime i)}c sono scelte in maniera ragionevole,
i valori di ag, dati dalla (5.69), sono tali da soddisfare I’assunzione richiesta sia da
Proposizione 5.3.2 che da Proposizione 5.3.3.

Proposizione 5.3.4 Si supponga che, per ogni k ed ogni i € Iy, le stime 132 soddisfino
la sequente relazione:

f Lf) = )

- 0 - .0 . 1
SN e o7

con r > 1. Allora, per ogni k, gli scalari oy, dati dalla (5.69), soddisfano a
0<ap,<1-46, (5.72)

con 6 € (0,0.5).
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Prova. Dall’espressione (5.69)e dalla relazione (5.71) si ottiene:

1 LoJf(uh) = fM) 1 1
akzi(“zﬁg uuh—zhu ) 5(“?)

1 1 |f(uh) — 1 _ 1 1
Oék§§<1+i_j—g Huh—th ) 5 >— §<1—;>7

da cui segue:
1 1 1
- 2)<ap<1-=(1- :
2< r> “ 2< > (5.73)
)

che, a sua volta, assicura che oy, soddisfa alla (5.72) con

=L (1Y ewon
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Scelta dei scalari R};.

Per quando riguarda i valori d’interesse R}, degli insiemi D, ¢ € I, sono state proposte
varie espressioni. Quella puo essere considerata di riferimento deriva dalla seguenti
considerazioni. Se si conoscesse la costante di Lipschitz si avrebbe per ogni x € D*

F@) 2 ) = Llla = 'l 2 £07) = LIt = '],
f@) > f) = Ll =] > () = LI = ]|

da cui sommando termine a termine le precedenti disuaglianze si otterrebbe per ogni
r € D"

flo) = 52

Quindi il termine di destra della precedente disuguaglianza fornirebbe una sottostima
del valore ottimo della funzione obiettivo sull’insieme D' e, percid, potrebbe fornire una
indicazione ragionevole del possibile interesse dell’insieme D’. Percid una espressione
ragionevole per gli scalari R} pud essere ottenuta dal precedente termine sostituendo
alla costante di Lipschitz L le stime locali ﬁ}w cioe:

(=D e, (5.74)

Per quanto riguarda questa scelta si puo stabilire il seguente risultato.

Proposizione 5.3.5 Sia X* l'insieme dei minimi globali della funzione f sull’insieme
ammassibile D, siano R}; i valori d’interesse degli insiemi D', i € I}, determinati dalla
(5.74) e siano 1, 62 e d3 delle costanti tali che d3 > 61 >0 e 3 € (0,1). Si ha che:

i) se, per ogni k, le stime L , 1 € I, soddisfano la condizione:
Li <8y, i€l (5.75)

allora il punto i) della Assunzione (5.1.3) e lipotesi i) della Assunzione (5.1.4)
sono soddisfatte;

ii) se in corrispondenza ad un minimo globale x* € X* esiste un indice k tali che,
se DIk g € Iy, e l'insieme per cui x* € D%, si ha che, per ogni k > k,

V2

> 7Hﬁc, (5.76)
dove ' '
H7* = max { fu) = f($*), f(qu:) — /@) } ) (5.77)
[t N (U

allora il punto i) della Assunzione (5.1.3) é soddisfatto;
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iii) se per ogni minimo globale x* € X* esiste un indice k tali che, se D%, ji, € I, &
linsieme per cui x* € DI*, si ha che, per ogni k > k,

» 1v2 .
1t > max{éy, 6—%}1%}, (5.78)
3

allora il punto i) della Assunzione (5.1.4) é soddisfatto.

Prova. Puntoi). La dimostrazione di questo punto segue utilizzando 'ipotesi (5.75), la
definizione (5.74) e ricordando che, per ogni sequenza strettamente annidata di insiemi
{D%*} prodotta dall’algoritmo, si ha limy_ o u'* = 7 e limy_,o [ = 7.

Punto ii). Per dimostrare questo punto ¢ necessario premettere alcuni risultati.
Dati due scalari a e b, dalla

(a—b)2 =a?+b%—2ab >0,

si ha:
a? +b* > 2ab,
da cui segue:
2(a® + b?) > a® + b? + 2ab,
2(a® 4+ b%) > (a +b)?,

che, a sua volta, implica:

V2Va2? + b2 > a+b. (5.79)

Dato un sottointervallo D = {x € R" : I < x < u'} la precedente formula (5.79)
permette di dimostrare che

maf iz ] + o' — [} < VB’ - ). (5.80)
reD*

Infatti, la (5.79) (applicata con a = /377 (z — 11)3 eb= />0 1(u — x)?) ed il fatto
che, per ogni z € D, si ha (x — li)j(ui —x); >0, con j =1,...,n, implicano che per

ogni x € D:

o= 1 + ' = ] = $Z<x ~ U2+ $ > (ui — )2
j=1 j=1

< V3| Y l(w — 192 + (i — )2
j=1

<V Sl — 12+ (= )2+ 2a — 1), (u! — )]
j=1

VAt - 0.
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Stabilita la (5.80), si puo passare a dimostrare la proposizione.
Dalla (5.77) si ha:

) = fla*) < HYI' = 2],
fu') = f(z*) < H'fJu" — 2™
Sommando le due precedenti disuguaglianze ed utilizzando la (5.80) si ottiene:
) + fPF) < 2f(x*) + H*(|F — 2*|| 4 |Ju'* — 2*))
< 2f(2*) + H* max (|I7F — || + [|u’* — z|) (5.81)
z€Dk

< 2f(2%) + V2H*|Julk — ¥ |].

La definzione (5.74) di Ri’“ e la precedente (5.81) implicano:
. Jk Jk . ) .

2
< flz¥) — <[A/ik _ gij> Hujk _ lij. (5.82)

Da cui, ricordando che le stime i}ﬁ, i € Iy, soddisfano alla (5.76), si ottiene:
Ri* < f(a"). (5.83)

Quindi le ipotesi fatte nel punto ii) della proposizione e la (5.83) implicano il punto ii)
della Assunzione (5.1.3).

Punto iii). Ripentendo gli stessi ragionamenti fatti nel punto ii) si arriva alla (5.82).
Utilizzando il fatto che le stime L7*, i € I}, soddisfano alla (5.78), si ha:

Rl < 7)1 b ) Bt — 04 < 7a) — (1= ) — .

che dimostra che, in questo caso, il punto ii) della Assunzione (5.1.4) & soddisfatto con
0= (1-43)d1. O

Scelta delle stime I:{f

Il punto di partenza, per cercare di stimare la costante di Lipschitz della funzione
obiettivo, € quello di utilizzare tutte le infomazioni sulla funzione obiettivo ottenute
durante le iterazioni dell’algoritmo. Alla k-esima iterazione una possibile stima della
costante di Lipschitz della funzione puo essere:

rmar __ ‘f(ll) - f(ul)’
L = ?éz}i({w} (5.84)

Osservando il comportamento dell’Algoritmo di Schubert-Mladineo, risulta evidente
che, delle buone sottostime della funzione obiettivo, possono essere ottenute utilizzan-
do delle stime locali della costante di Lipschitz. Infatti una generica funzione obiettivo
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potrebbe presentare zone in cui € molto oscillante e zone in cui & piu regolare. In que-
sto caso, la costante di Lipschitz globale della funzione obiettivo sarebbe determinata
dal comportamento piu oscillante della funzione. La relativa funzione approssiman-
te costruita dall’Algoritmo di Schubert-Mladineo presenterebbe un errore significativo
nelle zone in cui la funzione & piu “piatta”. La situazione migliorerebbe drasticamente
dividendo l'insieme ammissibile in sottointervalli, stimando le constanti di Lipschi-
tz della funzione obiettivo nei vari sottointervalli ed costruendo le rispettive funzioni
approssimanti.

In linea con le precedenti osservazioni, gli algoritmi diagonali piu recenti stimano la
costante di Lipschitz della funzione obiettivo nella seguente maniera:

L, = (7’ + %) max{o’,7}, &}, (5.85)

dove,7>1,¢c>0,£>0¢e

i L) — )]

ol = I (5.86)
128 = wt]
i Ly i i
k

con d;"** dato dalla (5.27).

Il termine o; costituisce una stima locale della costante di Lipschitz, cioe che riflette il
comportamento della funzione obiettivo nel sottointervallo D*.

Il termine £ € necessario per considerare anche funzioni costanti.

Il termine ’y,i ¢ tale che:

- se il sottointervallo D' & piccolo (cioe se [|I* — u’|| & molto pit piccolo di d**®) e,
quindi, le informazioni locali possono essere attendibili, allora la stima Lj, coincide
con la stima locale o*;

- se il sottointervallo D' & grande (cioe se ||I' —u'|| € circa uguale a d}'*") e, quindi, le
informazioni locali possono essere completamente non attendibili, allora la stima

% coincide con la stima globale Lj"**.

Percio i vari scalari ﬁz dati dalla (5.85) possono essere considerati delle ragionevoli

sovrastime delle costanti locali di Lipschitz della funzione obiettivo sui vari sottoinsiemi
D,

A conclusione della descrizione e della analisi dell’Algoritmo Diagonale si puo stabilire
la seguente proposizione.

Proposizione 5.3.6 Sia X* l'insieme dei minimi globali della funzione f sull’insieme
ammissibile D. Si consideri I’Algoritmo Diagonale in cui lo scalare oy, sia dato dalla
(5.69), i valori d’interesse RL, i € Iy, dalla (5.74) e le stime L%, i € Iy, dalla (5.85).
Si ha che:
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i) lalgoritmo genera almeno una sequenza di insiemi {D%} strettamente annidata;

it) se lo scalare v che compare nella (5.85) é tale da soddisfare le ipotesi del punto
i1) della Proposizione 5.3.5 allora ogni sequenza strettamente annidata di insiemi
{D"} prodotta dall’algoritmo soddisfa a:

0 .
() D* € X* (5.88)
k=0

ii1) se lo scalare r che compare nella (5.85) é tale da soddisfare le ipotesi del punto iii)
della Proposizione 5.3.5 allora si ha che, per ogni minimo globale x* € X*, esiste

una sequenza strettamente annidata di insiemi {D*} prodotta dall’algoritmo che
soddisfa a:

o0

() D™ = {«*}. (5.89)

k=0

Prova. Punto i). Dalla (5.85) segue che le stime L, i € I}, soddisfano la condizione
(5.71). Quindi la prova del punto i) segue da Proposizione 5.3.3 e Proposizione 5.3.4.

Punto ii) e Punto iii). Prima di tutto si puo osservare che le stime ﬁi, i € I, sono
uniformemente limitate sia inferiormente che superiormente. Infatti dalla definizione
(5.85) si ha, per ogni k ed ogni i € I;:

Li < (7‘ + C) max{L, &} (5.90)
Li, > re, (5.91)

dove L ¢ la costante di Lipschitz della funzione obiettivo sull’insieme ammissibile. Le
presedenti relazioni (5.90) e (5.90) e le ipotesi fatte nei punti ii) e iii) assicurano che tutte
le assunzioni rischieste dalla Proposizione 5.3.5 sono soddisfatte. La dimostrazione della
proposizione puo essere completata utilizzando la Proposizione 5.3.2, la Proposizione
5.3.4, la Proposizione 5.3.5, la Proposizione 5.1.12 e la Proposizione 5.1.13. |l

5.4 Metodi che non utilizzano stime della costante di Lip-
schitz della funzione obiettivo

Dal punto di vista teorico, i metodi diagonali costituiscono un interessante passo avanti
rispetto all’Algoritmo di Schubert-Mladineo. Essi presentano proprieta di convergenza
verso un minimo globale senza avere la necessita di conoscere, fin dalla prima iterazione,
una sovrastima della costante di Lipschitz della funzione obiettivo. Infatti & sufficente
ottenere, entro un numero sufficientemente grande di iterazioni, una sovrastima della
costante di Lipschitz della funzione obiettivo in un intorno di un minimo globale. Tut-
tavia, anche quest’ultima richiesta pone dei limiti sulla garanzia di ottenere un minimo
globale utilizzando questi algoritmi. Questo motiva il tentativo di definire degli algo-
ritmi che cerchino di sfruttare 'ipotesi che la funzione ¢ Lipschitziana senza richiedere,
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pero, nessuna informazione sulla costante di Lipschitz. Tra questi metodi uno dei piu
significativi ed importanti ¢ quello chiamato Algoritmo Direct.

L’Algoritmo Direct, come gli algoritmi diagonali, partiziona I'insieme ammissibile D in
un numero crescente di sottointervalli D' = {z € R" : I' < x < u'} con i € I}, (da cui
il nome dividing rectangles”). Ad ogni iterazione, un certo numero di sottointervalli
vengono giudicati di interesse e, di conseguenza, vengono ulteriormente suddivisi. La
maggiore novita dell’Algoritmo Direct € il modo con cui giudica I'interesse di un sotto-
intervallo. Infatti gli algoritmi diagonali scelgono delle stime delle costanti di Lipschitz
locali e, sfruttando la Lipschitzianeta della funzione obiettivo, selezionano il sottointer-
vallo di maggiore interesse. Invece I’Algoritmo di Direct seleziona ogni sottointervallo
per cui esiste un valore della costante di Lipschitz della funzione obiettivo che rende il
sottointervallo considerato il pitu interessante.

Il punto di partenza di questo algoritmo e di misurare l'interesse di un intervallo
D! calcolando il valore che assume ai suoi punti estremi la sottostima della funzione
obiettivo X

f'(@, L) = f(z') = L|z — 2*[],

I f(x") I

1 P 1

! PN Y Ty i i i
! . . (X, D) = f(x')~LC|x-x]|
Lo’ Sol

1 i

1 i 1

, o

Ii Xi ui

Figura 5.4: Esempio della sottostima f(z, L).

Tuttavia i valori assunti agli estremi dei sottoinsiemi dalle funzioni fl(m, L) dipendono
dal particolare valore della stima L. Infatti per valori molto grandi di L sono giudicati
interessanti i sottoinsiemi di dimensioni massime (figura (5.5)). Per valori molto piccoli
di L sono giudicati interessanti i sottoinsieme a cui corrispondono i valori pili piccoli
f(x?) (figura (5.6)). Tutti gli altri sottointervalli possono essere divisi in due gruppi: il
primo costituito da sottoinsiemi per cui esiste un valore di L per cui sono considerati
interessanti (figura (5.7)) e il secondo costituito da sottoinsiemi per cui non esiste un
valore di L per cui sono considerati interessanti (sottoinsieme D3 della figura (5.7)).

Formalmente I’ Algoritmo Direct usa la seguente definizione di sottointervalli potenzial-
mente ottimi.
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f(x*)
1 1 1 1 1
3 A
: f(Xl) : : f(x%) : 7\ 1
. o A . 7\ :
A ! ! VAR
! AR E(x®H) oy SN ’ \ !
! ’ I ° P, v ! ’ \ 1
1 ’ \ 1 /A r, v ! ’ \ 1
(N \ [N V! ’ \ 1
(' LU A N N / \ I
1/ s vy N ’ \ I
1 7/ A \y v ’ \ 1
1/ \ N v 1 7 v
’ \y Y 1/ Mo
} \ 1 1/ A
1 1 1 1,/ A
/ \

1 1 1
. . ! L) $

u
| D, D, D, D,

Figura 5.5: Esempio di valutazioni dei sottoinsiemi per L grande.

Definizione 5.4.1 Data la partizione {D' :i € I} dell’insieme D, dove, per ognii € I

. . . . i i
D'={xeR":I' <z <u'}, xlzu;l,

e sta
. i
m = min f(z*).
Un sottointervallo D", h € I, é detto potenzialmente ottimo se, scelto un parametro
e > 0, esiste una costante L" > 0 tale che:

" . J 7.
f(xh) - 7||uh - th < f(z") — ?HuZ =", per tutts iel, (5.92)
h L h gk

Introdotta la precedente definizione, & possisibile descrivere formalmente I’Algoritmo
Direct.
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Figura 5.6: Esempio di valutazioni dei sottoinsiemi per L piccolo.

Figura 5.7: Esempio di valutazioni dei sottoinsiemi per L medio.
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Algoritmo Direct.
Passo 0: Sipone D’ =D, 10 =1, u® =u, 2 = (1° + u°)/2, Iy = {0} e k = 0;
Passo 1: data la partizione {D':i € I} di D

dato Iinsieme di punti {a = (I' +v%)/2 : i € I},}

si identifica il sottoinsieme di indici I} C I, tale che:

If ={i € I,: D" & potenzialmente ottimo},

si pone 10 = I, fozll’; e p=20

Passo 2: si sceglie un indice h € I? ¢ si determinano:

_ h_ gy
0= max (u” —1%);,

J:{jzl,...,n:(uh—lh)jzé}

m = |J| (dove |J| & la cardinalita dell’insieme J);

Passo 3: si determinano i 2m + 1 punti dati da:

. ) . .
zho = :L'h, i = zh 4 §ej’ ghitm = gh — §€j’ per ogni j € J,;

Passo 4: attraverso la Procedura di Partizione si partiziona l'insieme D" attraverso i
2m + 1 sottointervalli D" Dhi, Dhi+m con j € J, che hanno come punti centrali
i vettori 2P0, M, ghitm con j € J;

Passo 5: si pone:

P = 1P J{ho} U (s hjem} \ {1},
JjeJ
7+ =17\ {h},
se [Pt1 # () si pone p=p+ 1 e si torna al Passo 2;
Passo 6: si definisce la nuova partizione {D':i € I} 41} con
= [P+t

Iy

si pone k =k + 1 e si torna al Passo 1.

Al Passo 1 I'algoritmo seleziona, tra tutti gli intervalli generati, quelli che sono poten-
zialmente ottimi. Per ognuno di questi, al Passo 2 determina l'insieme degli indici J
che corrispondono ai spigoli piu lunghi dell’intervallo scelto. Al Passo 3, a partire dal
centro dell’intervallo, vengono generati dei nuovi punti lungo gli assi coordinati (i ver-
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sori e;) i cui indici appartengono a J e lungo i loro opposti. Questi nuovi punti vengono
generati a distanza dal centro pari ad un terzo dell’ampiezza massima dell’intervallo.
Al Passo 4, l'intervallo scelto viene diviso in sottointervalli che hanno come centri i
punti generati al Passo 3 ed il punto z”, centro dell’intervallo di partenza.

Per quanto riguarda la generazione dei sottointervalli che partizionano un intervallo
potenzialmente ottimo, si ha la seguente procedura.

Procedura di Partizione.

Passo 0: Dati lintervallo D", lo scalare §, 'insieme J, i punti 2, 2, 2hi+m  con
jedJ, sipone D'=D" JO=J e p=0;

Passo 1: si determina lindice £ € JP tale che:

w’ = min w,

jeJP
con w’! = min{ f(z"), f(zhi+m)}.

Passo 2: si determinano gli insiemi:

DM =D € B : () - § < () < (a0},
Dt = DP ({z € R™: (I")y < (2)¢ < (I")e + g},
e si pone:
prtl = pr ﬂ{az e R": (1M, + g < (x)e < (uM), — g ,

= ()

Passo 3: se JPt! # (), si pone p=p+ 1 e si torna al Passo 1;
Passo 4: si pone:
Dho = prl

e la procedura termina.

Nella precente procedura si determina la forma dei nuovi intervalli cercando di sfruttare
i valori della funzione obiettivo ottenuti nei punti generati al Passo 3 dell’Algoritmo
Direct. L’obiettivo e di associare dimensioni pit grandi agli intervalli in cui al centro la
funzione obiettivo assume valori piu piccoli. In questo modo si aumenta la possibilita
che, all’iterazione successiva dell’Algoritmo Direct, questi intervalli siano giudicati po-
tenzialmente ottimi. Per ottenere questo obiettivo la precedente procedura determina,
ad ogni passo, il versore e; lungo il quale si ha il valore pit basso della funzione obiet-
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tivo. Poi il sottointervallo in cui ¢’¢ il centro " dell’intervallo di partenza viene diviso
in tre parti uguali lungo la direzione indentificata da e;.

In figura 5.8 e riportato un esempio di partizione dell’intervallo Dy, nell caso in cui il

valore pin niceolo della funzione ohiettivo & nel nunto rha.

h h
Dh x°®=x
[ ] h, th th
[ ] [ ) [ ]
.xh3 .xho .xh' —Tp h; xho xh' —pp | Dh3 Dho Dhl

Figura 5.8: Suddivisione dell’intervallo Dj,.

La figura 5.9 descrive il comportamento della Procedura di Partizione nel caso in cui
I'intervallo D». diventa potenzialmente ottimo.

Df10 =D, X" =y
th th th
Dh3 Dho Dh, —> th Dho Dhl —> Dhs Dho Dhl
Dﬁo oh,  ®h O D];Z Dho Dh,

Figura 5.9: Suddivisione dell’intervallo Dy, .

L’analisi delle proprieta dell’ Algoritmo Direct segue facilmente dalle seguenti due propo-
sizioni. La prima evidenzia che I’Algoritmo Direct partiziona i sottoinsiemi identificati
in maniera da soddisfare I’Assunzione 5.1.1.

Proposizione 5.4.2 Siano D", DM, Dhitm e J, i sottointervalli generati dalla
partizione dell’intervallo D" al Passo 4 dell’Algoritmo Direct, allora I’Assunzione 5.1.1
¢ sodisfatta.
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Prova. Le istruzioni della Procedura di Partizione implicano che la norma delle
diagonali dei sottoinsiemi generati D", h € Ujes{hj, hjtm} U {ho}, soddisfano

n

- - 1 n
Huh—lh|]2:Z(u —lh §Zu — "2

=1
1
= Ljur e (5.94)
. . ul —1")?
b 2 < Yttty T
i?'éj

:Zu —[h)? 9(u — "2 (5.95)

dove j € J (l'insieme J & definito al Passo 3 dell’Algoritmo Direct). Inoltre si ha che
la norma della diagonale di D" soddisfa la seguente relazione

n

Huh—thzzz:(u —lh) <n(u —lh)

i=1
da cui segue

P 8
b gh)2 < (1 — S\l — 2
lu® = = (@ = g™ = P17 (5.96)

Dalla (5.94), dalla (5.96) e dalle istruzioni della procedura di partizione segue che
I’ Assunzione 5.1.1 ¢ soddisfatta con €1 = 1/3, €2 = /1 —8/(9n) e e3 = 1/3. O

La seconda proposizione mette in evidenza e il fatto che, in ogni iterazione, un parti-
colare sottoinsieme con ampiezza massima risulta sempre potenzialmente ottimo e che
quindi I’Assunzione 5.1.2 ¢ soddisfatta.

Proposizione 5.4.3 Se {I}'} é la sequenze degli insiemi di indici identificati dall’Al-
gorithmo Direct allora I’Assunzione 5.1.2 é sodisfatta.

Prova. Sia DY, ¢ € I, un sottoinsieme tale che £ € I% (con I["** dato dalla (5.28 ))
e f(z%) < f(z ) per ogni i € I/"* allora il sottoinsieme D’ & potenzialmente ottimo.
La dimostrazione segue facﬂmente notando che ogni costante L¢ > 0 tale che:

L o { L S ol S I

d* jep\Irer  df —dJ
soddisfa alle richieste (5.92) e (5.93). O

Utilizzando la Proposizione 5.4.2, la Proposizione 5.4.3, la Proposizione 5.1.8 e la
Proposizione 5.1.9 si puo concludere con la seguente proposizione.
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Proposizione 5.4.4 Tutte le sequenze di insiemi {D%} generate dall’Algoritmo Di-
rerct sono strettamente annidate. Inoltre, per ogni T € D, lalgoritmo genera una
sequenza di insiemi {D"} strettamente annidata tale che

ﬁ D' = {7}.

k=0

Dalla precedente proposizione segue che I’Algoritmo Direct genera un insieme di punti
che, al crescere delle iterazioni, tende a diventare un insieme denso su D. Tuttavia, com-
putazionalmente, 1I’Algoritmo Direct sembra mostrare una buona capacita di visitare
prima le regioni piu interessanti dal punto della localizzazione dei minimi globali.

(La Sezione 5.5 non fa parte del programma dell’esame di Metodi di Otti-
mizzazione Globale (5cfu), mentre fa parte di quello dell’esame di Ottimiz-
zazione Globale (6cfu))

5.5 Metodi che utilizzano strategia miste

Nelle due precedenti sezioni si sono descritte due strategia completamente diverse per
definire dei metodi di ottimizzazione globale. Nella prima si ipotizza di avere delle
informazioni globali sulla funzione obiettivo e si costruisce un algoritmo che cerchi di
sfruttare efficientemente queste conoscenze. La seconda strategia, invece, & caratteriz-
zata dal fatto di definire un algoritmo che sia in grado di affrontare un problema di
ottimizzazione globale senza richiedere nessuna informazione globale. Una terza possi-
bilita & quella di adottare una strategia mista, nel senso di definire un algoritmo senza
ipotizzare inizialmente di avere informazioni globali sul problema e di cercare di utiliz-
zare dopo delle eventuali stime di tali informazioni per migliorarne le proprieta teoriche
e lefficienza. In questa maniera, il comportamento dell’algoritmo risultante dovrebbe
essere meno sensibile al grado di esattezza delle stime utilizzate.

In questa sezione, come esempio di un metodo che usa una strategia mista, si considera
una possibile variazione dell’Algoritmo di Direct nel caso in cui si ha a disposizione una
sovrastima della costante di Lipschitz. Il punto di partenza del nuovo algoritmo ¢ la
seguente definizione di sottointervallo fortemente potenzialmente ottimo.

Definizione 5.5.1 Data una costante L > 0 ed una partizione {D',i € I} di D.
Un sottointervallo D", h € I, ¢ detto fortemente potenzialmente ottimo se, scelti due
parametri € > 0 e € > 0, una delle sequenti condizioni é verificata:

i) esiste una costante a constant L' € (0, L) tale che:

Lh . Lk .

f(a:h) — ?Huh — th < f(z') — 7Hu2 =", per tuttii € I, (5.97)
Lh . .

Ft) = =l =) < 7 — e max{| S, €, (5.98)

dove f™" ¢ dato nella Definizione 5.4.1;
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L L.
fla™) — EHuh — 1" < fat) - Sl =Vl per tuttii € I (5.99)

Utilizzando la precedente definizione si puo definire un nuovo algoritmo che coincide
con quello di Direct a meno della scelta dei sottointervalli da partizionare. Infatti,
ad ogni iterazione, invece di selezionare quelli potenzialmente ottimi vengono scelti i
sottointervalli fortemente potenzialmente ottimi. Grazie a questa variazione, il nuovo
algoritmo presenta delle proprieta teoriche piu forti, come & descritto dal seguente
risultato.

Proposizione 5.5.2 Sia L la costante che compare nella definizione di sottoinsieme
strettamente potenzialmente ottimo. Si consideri la variazione dell’Algoritmo di Direct
in cui linsieme I} € costituito dagli indici dei sottoinsiemi fortemente potenzialmente
ottimi. Allora

i) Ualgoritmo produce almeno una sequenze di insiemi {D*} strettamente annidata;

i) se in corrispondenza ad un minimo globale x* € X* esiste un indice k tale che, se
Dk, g € I, e linsieme per cui x* € D% si ha per ogni k > k,

F@) — 2l — 4] < f(a),

allora ogni sequenze di insiemi {D'*} strettamente annidata prodotta dall’algorit-

mo ¢ tale che:
o0

() D* € X*,
k=0

iii) se per ogni minimo globale z* € X* esistono una costante § > 0 ed un indice k
tali che, se D% ji. € Ik, € l'insieme per cui z* € D% si ha per ogni k > k,

. L. . . . .
Fla) = Gl = P4 < f(a) = bt — 1.

allora, per ogni x* € X*, l’algoritmo produce una sequenza di insiemi {D%}
strettamente annidata tale che

e}

N D* = {a}.

k=0

Prova. Il punto i) segue direttamente dalle proprieta della tecnica di partizione
dell’Algoritmo Direct che continua a rimanere immutata nel nuovo algoritmo.

Punto ii). Si procede assumendo, per assurdo, che l’algoritmo produca una sequenza
strettamente annidata di insiemi per cui si abbia:

N D% = {a}.
k=0
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(@) > f(a7). (5.100)

Sia K C {1,2,...} il sottoinsieme degli indici delle iterazioni dell’algoritmo in cui
I'insieme D viene suddiviso. Dalle istruzioni dell’algoritmo si avrebbe che, per ogni k €
K, I'insieme D* avrebbe soddisfatto la Definizione 5.5.1 di fortemente potenzialmente
ottimo e, quindi, una delle due condizioni della definizione sarebbe stata soddisfatta.
Se fosse soddisfatta la condizione i) della Definizione 5.5.1 dovrebbe esistere una una
costante L € (0, L) tale che:

Uk22<fu%>—fm"+amwdumMLﬂ>_

(5.101)

[t — 1|

Poiche la sequenza {D%} & strettamente annidata, la Proposizione 5.1.3 assicurerebbe
che ' ‘
lim [|u'* — "] = 0. (5.102)
k—00

Le due precedenti relazioni (5.101) e (5.102) implicherebbero che per valori sufficiente-
mente grandi di k si avrebbe: ‘
L™ > L.

Percid esisterebbe un k tale che per ogni k € K e k > k dovrebbe essere soddisfatta la
condizione ii) della Definizione 5.5.1. Quindi, per ogni k € K e k > k, si avrebbe che:

T S
Flat®) = St = 1] < () = 5t = 1] (5.103)

Da cui, utilizzando l'ipotesi fatta nel punto ii) della proposizione, si avrebbe che per
ogni k € K e k> max{k, k} si otterrebbe:

flat) = St — 4] < f() (5104)

Ricordando che la sequenza {D%} & strettamente annidata si avrebbe che vale la (5.102).
Quindi facendo il limite per k tendente all'infinito dei due termini della (5.104) si
otterebbe:

f(@) < (%),
che porterebbe ad un assurdo con la (5.100).

Punto iii). Si assuma, per assurdo, che esista un minimo globale z* € X™* per cui, se
{D’*} & la sequenza di insiemi tali che

z* € DIk,

per ogni k, allora la sequenza di insiemi {D’F} non sia strettamente annidata. Quindi
la Proposizione 5.1.3 assicurerebbe I’esistenza di uno scalare ¢ > 0 e di un indice & tali
che per k > k si avrebbe

|ulk — k|| > e. (5.105)
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Sia {D%} una sequenza strettamente annidata di insiemi prodotta dall’algoritmo con

o

A" = @,

k=0
(ovviamente T # z*) e sia K C {1,2,...} il sottoinsieme degli indici delle iterazioni
dell’algoritmo in cui I'insieme D sarebbe suddiviso, cioe i € I 5, per ogni k € K.
Quindi, per ogni k € K, si avrebbe che l'insieme D% avrebbe soddisfatto una delle
condizioni della Definizione 5.5.1. Per quanto detto nella dimostrazione del punto i)
della proposizione esisterebbe un k tale che per ogni k € K e k > k l'insieme D'*
avrebbe soddisfatto la condizione ii) della Definizione 5.5.1. Percio, per ogni k € K e
k> l;:, si avrebbe che:

o Lo Lo
Fla) = Sl = 14 < flat) = 5 it = 0. (5.106)

Utilizzando P’assunzione fatta al punto ii) della proposizione, la (5.105), la (5.102) e
facendo il limite per k tendente all’infinito, della precedente relazione si otterrebbe il
seguente assurdo

f(z) < f(a™) — de.
0

Per questa nuova versione dell’Algoritmo di DIrect € possibile definire un criterio di
arresto come ¢ indicato dal seguente risultato .

Proposizione 5.5.3 Sia L la costante che compare nella definizione di sottoinsieme
strettamente potenzialmente ottimo. Si consideri I’Algoritmo di Direct in cui l’insieme
I} é costituito dagli indici dei sottoinsiemsi fortemente potenzialmente ottimi.

Se in corrispondenza ad un minimo globale v* € X* esiste un indice k tale che, se Dk,
g € I, & Uinsieme per cui x* € D%, si ha per ogni k > k,

Fla?) - 5 e — P4 < o),

allora, per k > k, si ha:

Fla) - fa) < 2t — 1,

dove l'indice hy, € dato da:

L L
hk__ hk_hk — : Z__ Z_Z
Flah) = F e = %) = min { 7(a) - 5 ' - 17}

Prova. Dalla assunzione della proposizione e dalla definizione dell'indice hy, si ha che,
per k > k,

. , L, . , L
F@®) 2 @) = Sl = P4 = ") = Sl =1,

da cui segue il risultato. O
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Capitolo 6

Metodi che utilizzano
Perturbazioni della Funzione
Obiettivo

In questo capitolo vengono descritti alcuni esempi di classi di metodi di ottimizzazio-
ne globale che alternano minimizzazioni locali della funzione obiettivo del problema
di ottimo da risolvere con minimizazioni locali di particolari funzioni “ausiliarie” che
derivano da perturbazioni della funzione obiettivo di partenza.

Per semplificare la trattazione, in questo capitolo ci si limitera a considerare problemi
di ottimizzazione globale completamente non vincolati, cioé problemi del tipo:

min f(z) (6.1)
x € R".

6.1 Metodi di tunneling

Le classi di metodi considerate in questo capitolo traggono ispirazione dagli algoritmi
detti di tunneling.

Gli algoritmi di tunneling hanno la caratteristica comune che ogni loro iterazione e
composta da due fasi:

una fase di minimizzazione: in cui la funzione obiettivo viene diminuita attraverso
una minimizzazione locale;

una fase di tunneling: in cui si cerca di ottere un “buon” punto di partenza per
una successiva fase di minimizzazione locale.
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Piu formalmente un algoritmo di tunneling puo essere descritto dal seguente schema

Algoritmo di Tunneling.
Passo 0: sia dato un punto zg € R'™; si pone k = 0;

Passo 1: partendo da zj si applica un algoritmo di ottimizzazione locale ottenendo un
punto zj, € R";

Passo 2: si determina un punto x4 # xj, tale che
f(@pt1) = fzp);

Passo 3: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

La figura 6.1 descrive graficamente le iterazioni di un metodo di tunneling.

A

Figura 6.1: Metodo di tunneling.

In teoria i metodi di tunneling producono una sequenza di punti {z}} tali che

flag) = (@)

e che, naturalmente, dovrebbero convergere ad un minimo globale del problema. Il
punto essenziale di tali metodi e la generazione dei punti x; che dovrebbero avvicinarsi
ad un minimo globale di f(x) in maniera tale da “passare sotto” ai minimi locali meno
significativi (senza tener conto di quanti sono e di dove sono). Quest’ultima proprieta
¢ naturalmente molto significativa per problemi con molti minimi locali.

Il punto debole degli algoritmi di tunneling & costituito proprio dalla difficolta di de-
terminare questi punti x;. Infatti, in questi algoritmi, per cercare di determinare un
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punto x tale che f(z) = f(x}) e © # x}, si cerca di calcolare uno zero della seguente

funzione: .
Pnat) - L) = Fla)

I EEEH R
dove il parametro A ¢ scelto iterativamente in modo tale che il polo in z}, introdotto in
T (z,zy) annulli il suo zero in f(z) — f(z}), in modo da evitare che accada x = z}.

A

f(x)

Figura 6.2: Andamento di f(z).

f(x) - f(x\)

[0c-x0) T (x-x0)]

T(X, x*k) =

T(x,) 0 T(x)=0

" " >
Xy xv

Figura 6.3: Andamento di T'(z, z}).

f(x ) :

Tuttavia, il problema di trovare uno zero di T'(z,z}) equivale praticamente (escluso
casi particolari) ad un problema di ottimizzazione globale (min |T(z,z})[*). Inoltre,
nel caso in cui esistono piu minimi locali =, ¢ = 1,...,r, con lo stesso valore della
funzione obiettivo, la funzione T'(x, x} ), deve essere modificata nella seguente maniera:

- f(x) = f(aR)

T(x,xz:) =
(@) = e = o
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in cui si sono introdotti dei nuovi poli per evitare di riottenere i punti 23, j =1,...,7.

6.2 Funzioni di tipo “Filled”

Analogamente alle funzioni T'(z,z}) del precedente algoritmo, le funzioni filled sono
state introdotte allo scopo di cercare di uscire dalle zone di attrazione dei minimi locali
e di riuscire, attraverso minimizzzazioni locali, a determinare dei nuovi punti stazionari
a cui corrispondono valori della funzione obiettivo piu bassi.

Un algoritmo che utilizza le funzioni filled puo essere rappresentato dal seguente schema.

Algoritmo che usa una funzione filled.
Passo 0: sia dato un punto zg € R™; si pone k = 0;

Passo 1: partendo da x, si applica un algoritmo di ottimizzazione locale ottenendo un
punto z; € R";

Passo 2: utilizzando xj, si definisce una funzione filled e si applica un algoritmo di
ottimizzazione locale a questa nuova funzione Uy (z) arrestandolo appena si ottiene
un punto 41 # , tale che

f(xre1) < flag);

Passo 3: si pone k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

Determinato, ad una certa iterazione k, un minimo locale o, piu in generale, un punto
stazionario x},, la Proposizione 3.3.2 indica la possibilita teorica di perturbare local-
mente la funzione obiettivo in maniera da ottenere una nuova funzione in cui z sia un
massimo locale stretto ed in cui, invece, gli altri punti stazionari rimangano inaltera-
ti. Purtroppo Iapplicazione diretta della Proposizione 3.3.2 & particolarmante difficile
per la necessita di evitare che i termini di perturbazione introducano dei nuovi punti
stazionari o nascondano i minimi globali della funzione obiettivo di partenza.

Le funzioni filled, pur traendo ispirazione dalla Proposizione 3.3.2, rinunciano ad intro-
durre dei termini di perturbazione locale che lasciano invariata la funzione obiettivo al
di fuori di un fissato intorno. Infatti esse modificano la funzione obiettivo in maniera
piu complessa ed accettano il fatto che la funzione obiettivo sia perturbata su tutto
I'insieme di definizione.

Le prime funzioni filled risalgono alle fine degli anni ottanta. Recentemente si & avuto
un crescente interesse verso queste funzioni che ha portato alla definizione di molte
nuove funzioni filled. La caratteristica comune di tutte la funzioni filled proposte &
il fatto di essere composte da due termini n(x) ed ¢x(x). A seconda di come sono
combinati questi termini si hanno le seguenti due classi di funzioni filled:

- funzioni filled moltiplicative
Uk(x) = dr(@)m (),
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- funzioni filled additive
Uk(z) = dx(x) + ni(z),

Nel seguito ci si limitera a considerare solamente le funzioni filled additive che sono
state introdotte recentemente e che hanno mostrato di essere piu efficienti dal punto di
vista computazionale.

I due termini 7y (z) ed ¢(x), al di 1a delle particolari espressioni, giocano sempre ruoli
simili:
- la funzione del termine ¢y (x) & quello di eliminare i punti stazionari della funzione
obiettivo che corrispondono a valori della funzione piu grandi di f(z});

- la funzione del termine 7y (x) ¢ quello di permettre che il punto x} possa essere
utilizzato come punto di partenza di una minimizzazione locale della funzione
filled.

11 termine ¢ (x) puo dipendere da uno o pit parametri e, come detto, cerca di eliminare
i punti stazionari della funzione f(z) che hanno valore della funzione obiettivo piu alto o
uguale di f(z}). Questo fatto, se unito alla garanzia che la funzione filled ha un minimo
globale, assicura che un algoritmo di minimizzazione locale ¢ in grado di determinare
un punto stazionario della funzione filled in cui il valore della funzione obiettivo ¢ piu
basso di f(xz}).

Una scelta molto semplice e, relativamente intuitiva, € la seguente:

¢r(x) = 7min{0, f(z) — f(z}) + o}, (6.2)

dove p > 0 e 7 > 0 sono parametri da scegliere. Tale termine € nullo in tutti i punti x in
cul f(z) > f(z}) — o, mentre negli altri punti assume valori decrescenti all’aumentare
del valore del parametro 7,. Nella figura (6.4) ¢ riportato un esempio di una funzione
obiettivo e della corrispondente funzione ¢ (z).

Un’altra scelta proposta per il termine ¢ (x) ¢ la seguente:

$p(r) = 1 —exp (=7(f(x) — f(z3) + 0)), (6.3)

dove, di nuovo, ¢ > 0 e 7 > 0 sono parametri da scegliere. Al crescere del valore
del parametro 7 questo termine tende ad assumere valori pari ad uno in punti in cui
f(x) > f(x}) — o0 mentre tende ad assumere valori sempre pilt decrescenti in punti in

cui f(z) < f(a) — o.

L’altro termine 7 (z), che compare nella struttura di una funzione filled, ha il ruolo di
assicurare che il vettore x}, non sia un punto stazionario della funzione filled oppure sia
un massimo locale stretto in modo da poter utilizzare un algoritmo di minimizzazione
locale per ottenere un punto stazionario in cui la funzione filled assume un valore piu
basso rispetto a quello che aveva in x}.

Questa proprieta puo essere garantita adottando due differenti stategie per scegliere la
struttura della funzione 7 (x). Queste due startegie danno luogo a due differenti classi
di funzioni filled:
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f(x) p=mm=m

>< el ]

X [=-=-=--

#.(x) =min{0, f (x) - f(x;) + p}°

#.(x)=0 | -- Na \/—\/

Figura 6.4: Esempio di una funzione obiettivo e della corrispondente funzione ¢y(z) =

min{0, 7(f(z) — f(z}) + 0)}>.

X
< F=-=--
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- le funzioni filled di tipo 1, in cui il termine 7 (x) cerca di garantire che, attraverso una
minimizzazione locale, si posso ottenere un significativo spostamento dal punto
5

- le funzioni filled di tipo 2, in cui il termine 7 (x) cerca di assicurare una “buona
struttura” alla funzione filled.

6.2.1 Funzioni filled di tipo 1

La maggior parte delle funzioni filled che appartengono a questa classe utilizzano un
termine 7 (z) che trasforma il punto stazionario «j, in un massimo locale della funzione
filled stessa. Una scelta molto utilizzata per la funzione 7 (z) € la seguente:

|z — |
—Tk), (6.4)

k() = exp (
dove v > 0 e una fissata costante.

Utilizzando come ¢ (x) e ni(z) le espressioni date da (6.2) e (da 6.4) si ottiene la
seguente funzione filled additiva:

Xr — X 2
Qs 7. 0) = exp <—M—2’“”> Fmin{0, 7 (f(z) - f) + 0. (65)

In figura (6.5) & descritto un esempio di una funzione obiettivo e della corrispodente
funzione Qg (z).

La prossima proposizione descrive le proprieta teoriche di una classe di funzioni filled

di tipo 1 che hanno in comune il fatto di utilizzare come termine n(x) la funzione (6.4).
Le particolari funzioni filled di questa classe si differenziano nella scelta del termine
¢r(z) ed la proposizione seguente identifica le proprieta generali che questo termine
deve soddisfare per garantire interessanti proprieta teoriche alla risultante funzione
filled (nella proposizione si usa la seguente notazione ¢(t) = de(t)/dt).

Proposizione 6.2.1 Sia la funzione f due volte continuamente differenziabile su R™
e sia dato un punto xo € R" tale che l'insieme

Ly(xo) ={x € R": f(x) < f(zo)}

sia compatto. Sia ¢ : R — R una funzione due volte continuamente diffenziabile e tale
che:

(a) &(t) >0, per ognit > 0;
(b) |(t)| & monotonicamente decrescente per valori positivi di t e limy_o0 t|(t)] = 0;

(c) limy_oo ¢p(t) = —o0.
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Figura 6.5: Esempio di una funzione obiettivo e della corrispondente funzione Q(x).
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Allora, per ogni punto stazionario xj, di f(x) in L¢(xo) e per ogni o > 0, esiste un
valore T > 0 tale che, per ogni T > 7, la funzione filled definita da

> — 5

Quli7,0) = exp (= ——57—) + ¢(r(f(2) = f(2h) + 0)); (6.6)

dove v > 0 € una costante, ha le sequenti proprieta:
(1) il punto xj, é un massimo locale isolato della funzione filled Qy(x;7, 0);

(it) Qi(x;7,0) non ha punti stazionari non vincolati in {x € L¢(xo) : f(x) > f(z})}
eccetto T ;

(111) se xj. non & un minimo globale di f(x) e o soddisfa la condizione

0<o<flxr)— 17 (6.7)

dove f* & il valore ottimo di f(x), allora tutti i minimi globali & della funzione
filled Qi(x;7,0) su Lf(xg) sono punti stazionari non vincolati ed appartengono
alla regione {x € L¢(xo) : f(x) < f(2F)}.

Prova. Prima di tutto si puo notare che il gradiente di Qx(z;7,0) ha la seguente
espressione:

(x — })

. lz — ]” -
VQk(z;7,0) = _2T eXp(_ig

)+ 7V (@)o(r(f(x) — f(ak) + 0))- (6.8)
Punto (i). Poiche il punto 2} & un punto stazionario di f(x) la (6.8) implica che

va(‘T27 T, Q) = 07

e quindi z} & un punto stazionario di Q(x;7,0). Inoltre, si ha
VAQulai. ) = ~ 51 + TV i)
da cui segue che per ogni y € R"
Vi oy =" (ST + VD0 )1 < (<5 + Pl ) ol

dove Apar = max e, (@) M(V2f(x})), che implica, insieme alla proprieta (b), I'esisten-
za di un valore 71 > 0 tale che, per tutti 7 > 7q, la matrice Hessiana Vsz(:Ez, T,0) &
definita negativa. Percio il punto z} & un massimo locale isolato di Qy(x; T, ) per tutti
T > T1.

Punto (ii). Si supponga, per assurdo, che esista un punto stazionario nonvincolato
& € Li(xg) di Qr(z;T,0) tale che & # 7 e f(Z) > f(x}). Ricordando l'espressione
(6.8) del gradiente di Qk(x; T, 0), in tale punto dovrebbe essere soddisfatta la seguente
uguaglianza:

Ji—aill e —ap)?

R (—T) =7V @)o(r(f(@) — f(z) + o). (6.9)
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Il punto (i) implica lesistenza di un € > 0 tale che || — ;|| > e. Dalla compatezza
di Lf(xp) segue che esistono due costanti positive o1 ed o3 tali che ||z — z}| < 01 €
|V f(x)|| < o2 per tutti z € Lf(xg). Percio (6.9) e proprieta (b) implicherebbero

€ 0.2 Ao X s k|2
2? exp(—fy—;) < 2”3377;1” exp (—”m’yile”) (6.10)
e
TIVF(@)S(r(f(@) = f(2F) + 0))| < To2]d(T0)|- (6.11)

Quindi le (6.10),(6.11) e la proprieta (b) implicherebbero l'esistenza di un 7o > 7y tale
che per tutti 7 > 7 la condizione (6.9) non sarebbe vera.

Punto (iii). La compatezza di L¢(zo) implica l'esistenza di un minimo globale & €
Lf(xo) di Qi(z;7,0). Per ogni & € 0Ls(xo) si ha che f(Z) > f(xo) > f(x}). Allora
dalla proprieta (a) si ottiene che

I3 — ]

Qr(Z,7,0) = eXP(—T) +o(r(f(2) — f(z) + 0)) > 0.

Sia z* un minimo globale di f(z). Allora la (6.7) e la proprieta (c) implicano che esiste
un 73 tale che, per tutti 7 > 73, si ha:

Qk(x*77_7 Q) <0

da cui si ottiene:
Qk(:ﬁ)Tv Q) < Qk($*77—7 Q) < 07 (612)

che implica che & e strettamente interno a Lf(xo). o

Come detto, nella precedente proposizione non viene specificata una struttura partico-
lare per la funzione ¢(t), invece si caratterizzano delle proprieta generali che una tale
funzione deve soddisfare per garantire la tesi della proposizione. Si puo notare che le
scelte (6.2) e (6.3) (cioe ¢(t) = min{0,t}3 e ¢(t) = 1 — e~*) soddisfano le proprieta
(a)-(c).

Il precedente risultato mostra che, per valori opportuni dei parametri 7 e g, le funzioni
filled (6.6) presentano 'interessante caratteristica di avere come unico punto stazionario
nell'insieme {x € L¢(zo) : f(x) > f(a})} il punto zj, che & un massimo locale isolato e
che, quindi, non ¢ un “punto di attrazione” di un algoritmo di minimizzazione locale.
Mentre, se x;, non ¢ un minimo globale di f(x), gli altri punti stazionari della funzione
filled appartenenti a £¢(zo) hanno valore della funzione minore di f(x}).

Dal punto di vista applicativo le funzioni filled appartenenti a questa classe presenta-
no alcuni difetti. Il primo e costituito dall’impossibita di dimostrare che non abbiano
punti stazionari al di fuori dell’insieme Lf(xg) e che, quindi, un algoritmo di mini-
mizzazione locale applicato a queste funzioni filled non possa essere attratto da questi
punti stazionari che possono avere valori della funzione obiettivo pit alti di f(z}) (per
esempio, nella figura (6.6) si indentifica I'insieme L¢(zg) e nella figura (6.7) si indica,
con le frecce, le zone in cui una minimizzazione locale potrebbe essere attratta). L’altro

130



pesante difetto ¢ costituito dal fatto che hanno insiemi di livello che non sono compatti
(si puo osservare il comportamento della funzione filled (6.5)) e questo inficia le pro-
prieta teoriche e computazionali degli algoritmi di minimizzazione locale da utilizzare
per minimizzarle.

6.2.2 Funzioni filled di tipo 2.

Le funzioni filled appartenenti a questa classe si differenziano dalle precedenti nella
scelta della funzione ni(z). Infatti, come gia accennato, le funzioni nx(x) utilizzate
in queste funzioni filled hanno anche il ruolo di garantire che le funzioni filled abbiano
delle strutture che possono essere facilmente minimizzate attraverso algoritmi locali. La
proprieta piu importante da garantire e il fatto che le funzioni filled abbiano insiemi di
livello compatti. Per riuscire ad ottenere questa proprieta si deve rinunciare al fatto che
il punto x}, sia trasformato in un massimo, ma ci si deve accontentare di trasformarlo
in un punto non stazionario della funzione filled.

Una scelta molto semplice utilizzata in questa classe di funzioni filled & la seguente:
m(x) = |lz — @, (6.13)

dove Z € un qualsiasi punto su R".

Il ruolo del termine ¢p(z) per queste funzioni filled & lo stesso delle funzioni filled
considerate precedentemente. In particolare una funzione filled additiva appartenente
a questa classe ¢ la seguente

Vii(;7,0) = ||z — &|* + min{0, 7(f () — f(z}) + 0)}*. (6.14)

Nella figura (6.8) ¢ descritto un esempio di costruzione della precedente funzione filled
a partire da una data funzione obiettivo.

La prossima. proposizione descrive le proprieta teoriche di una funzioni filled di tipo
2 che utilizzano come termine n(x) la (6.13) (nuovamente si usa la notazione ¢(t) =

do(t)/dt).

Proposizione 6.2.2 Sia la funzione obiettivo due volte continuamente differenziabile
su R" e sia tale che

lim f(z) = oo. (6.15)

[l =00
Sia ¢ : R — R una funzione una volta continuamente diffenziabile e tale che:
(a) &(t) <0 per ognit <0, ¢(0) =0, ¢(t) > 0 per ogni t > 0;
(b) |d(t)| & monotonicamente decrescente per valori positivi dit e limy_,o t|p(t)] = 0;

(¢c) limy_,oo ¢(t) = B >0;
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Figura 6.6: Esempio di un insieme Ly¢(z9) = {z € R": f(z) < f(z0)}.
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Figura 6.7: linsieme L¢(z) = {x € R™: f(z) < f(xo)} riferito alla funzione filled Q.
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Figura 6.8: Esempio di una funzione obiettivo e della corrispondente funzione Vi (x).
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(d) limy_, o &(t) = —o0.
Allora la sequente la funzione filled:

Vi(2;7, 0) = o = &|* + o(7(f () = f (=) + 0)) (6.16)
ha le sequenti proprieta:

(i) per ogni punto stazionario xj,, per ogni o > 0 e per ogni T > 0 esiste un insieme
compatto A tale che:

Ly, (xo,7,0) ={x € R" : Vi(x, T, 0) < Vi(xo,7,0)} C A. (6.17)
Per ogni punto stazionario xj, di f(x), per ogni 0 > 0 ed ogni € > 0, esiste un valore
7 > 0 tale che, per ogni T > T, si ha:

(it) la funzione Vi(x;T,0) non ha punti stazionari in {x € Ly, (xo,7,0) : f(z) >
f(z3)} eccetto in un intorno B(Z;e) di &, dove puo esserci un minimo locale
isolato.

(iit) se xj, mnon & un minimo globale di f(x) e o soddisfa la condizione
0<o< flzy) — f7, (6.18)

dove f* & il valore ottimo di f(x), allora tutti i minimi globali & della funzione
filled Vi,(z; 7, 0) appartengono alla regione {x € Ly, (vo,7,0) : f(x) < f(x})}.

Punto i). Le proprieta (a) and (c) della funzione ¢ implicano che ¢(t) < B per tutti ¢
e, quindi, si ha:

Vi(@;7,0) = |lo = 2|* + o(r[f(z) — f(z}) + o)) < ]z — ZI* + B. (6.19)
Usando la (6.19), si ottiene:
Ly, (o, 7,0) C{z € R : ||lz — 2|* + ¢(7[f () — f(}) + o) < 8} (6.20)

where § = ||zg — Z||*> + B.

Dalla definizione di Ly, (o, 7, ) si ha:

Ly, (zg,T,0) C A1 U Ay (6.21)
dove
Ar = {zeR":|e—&|* + o(r[f(x) — f(x}) + d]) <6,
o(r[f(x) — flar) + p]) <0}

Ay = {zeR": |z —|*+¢(r[f(x) - fla}) +p]) <6,
o(rlf(x) — f(ar) + p]) = 0}
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Dalla proprieta (a) si ha che ¢(t) < 0 implica che ¢t < 0 e, percio
AL C{ze R f(x) < f(af) - o) (6.22)
dove 'insieme {x € R" : f(x) < f(x}) — o} € compatto per 'assunzione (6.15).
Riguardo As si puod notare che
Ay C{z e R": ||z —z|* <6} (6.23)
dove 'insieme del lato destro dell’inclusione e ovviamente compatto.

Per finire la (6.17) segue dalle (6.20), (6.21), (6.22), (6.23) ponendo

A={zeR": f(z) < f(z}) — 0} U{z € R": |l — %) < 6}.

Punto ii). L’espressione del gradiente di V' (x, 7, p) & data data:

VV(z,70) =2(x — %) + 7V f(2)p((f () — f(z}) + 0))- (6.24)

Sia x; un punto stazionario di V(z, 7, ¢) che appartiene all’insieme

{.Z' € ‘CV” (20,7, 0) : flz) > f(xZ)}

Quindi il punto x,, essendo un punto stazionario, soddisfa la relazione

2l|zr — &l = 7|V f (@r)l| [o(rLf (@r) — f(at) + o). (6.25)
Inoltre dal fatto che f(xz;) > f(z}) e dallipotesi b) sulla funzione ¢ si ottiene:
IV f (@) |6(r(f (27) = f(z}) + p))| < TLIg(7p)] (6.26)

dove L = maxzea |V f(2)].
Dalla (6.25) e dalla (6.26) si ottiene

_ TLId(rp)|

r—x 2
o — ) < T2 (6:27)

La precedente disuguaglianza e l'ipotesi b) sulla funzione ¢(¢) implicano che, per ogni
€ > 0, esiste un 7 tale che, per tutti 7 > 7, si ha

xr € B(Z,€).

Punto iii) Sia z* un minimo globale di f(z). Usando la (6.18), si ha

fa) < flzp) —e

Dalla ipotesi a) si ha che
o(r[f(z*) — flaxg) + o) <O.
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Dalla ipotesi d) su ¢(t) (cioe ¢(t) — —oo per t — —o0) segue che esiste un valore 7 > 7
tale che, per tutti 7 > 7, si ha
V(z*,7,p) <O.

Poiche V(z,7,p) € una funzione sull’insieme compatto Ly (xg,T,p), ha un minimo
globale Z, che soddisfa
V(z,T,p) < V(2" 7p) <0.

per tutti 7 > 7. Da questo segue che o(7[f(Z) — f(z]) + p]) < 0 da cui, utilizzando
nuovamente l'ipotesi a) fatta su ¢, si ottiene che f(z) < f(x}), cioe che T appartiene
all’insieme.

{z € Ly(xo,7,0) : f(x) < f(ap), } (6.28)
J

Anche in questa proposizione non & specificata I'espressionie della funzione ¢(t), in
modo da caratterizzare scelte diverse per la funzione ¢y (tra quelle che sono accettabili
ci sono, di nuovo, sia ¢(t) = min{0,¢}3 e ¢(t) =1 —e7t).

Si noti che il precedente risultato mostra che queste funzioni filled hanno insiemi di
livello compatti. Inoltre i punti stazionari di interesse di Vi (z;7, 0) appartengono al-
I'insieme Ly, (xg, T, ). Percio, ogni algoritmo che minimizza localmente la Vj(z;7, o)
e che usa come punto di partenza un punto appartenente all’insieme Ly, (zg, 7, 0), non
puo essere attratto da punti stazionari che sono al di fuori di Ly, (x¢,T,0). Quindi
queste nuove funzioni filled superano molti dei problemi delle precedenti funzioni filled.
Tuttavia, come mostra il punto (ii) della precedente proposizione, queste funzioni filled
presentano il difetto di avere un punto di minimo locale in cui il valore della funzione
obiettivo puo essere pit grande o uguale al valore f(x}). Sebbene si sappia dove sia
questo punto stazionario ”spurio” (“arbitrariamente” vicino al punto &) non si puo evi-
tare che “attragga” un algoritmo di minimizzazione locale. Nella figura (6.9) & descritto
un esempio in cui una minimizzazione locale di Vj, produce un punto stazionario in cui
si ha un miglioramento della funzione obiettivo. Nella figura (6.10) e invece riportato
un esempio in cui una minimizzazione locale di V. produce un punto stazionario spurio.
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V, () = |x=%|? +rmin{ 0, f ) - £ () + p}°

N

Figura 6.9: Esempio in cui una minimizzazione locale di V}, produce un punto stazionario in
cui si ha un miglioramento della funzione obiettivo.

Vi () =|x=X|* +zmin{ 0, f () - £ () + p}°

Xlp=mmmmm e e e m

Figura 6.10: Esempio in cui una minimizzazione locale di V; produce un punto stazionario
spurio.
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Capitolo 7

Cenni sui Metodi per Problemi di
Ottimizzazione GGlobale Vincolata

(TI1 Capitolo 7 non fa parte del programma dell’esame)

In questo capitolo si considera molto brevemente ai metodi per affrontare problemi
di ottimizzazione globale vincolate. Data l’estrema difficolta di questo argomento la
trattazione si limita ad accennare, in maniera molto generale, ai due approcci seguiti
dalla attivita di ricerca svolta in questo campo.

7.1 Introduzione
In questo capitolo si considera il seguente problema di ottimizzazione:

min f(x) (7.1)

dove g: R - R™ e h: R" — RP.

Risolvere un problema di ottimizzazione vincolata presenta un ordine di difficolta mag-
giore del risolvere un problema di ottimizzazione non vincolato. Infatti, in generale,
un problema vincolato puo essere visto come la somma di due sottoproblemi alquanto
difficili:

- quello di determinare dei punti ammissibili;
- quello di minimizzare la funzione obiettivo.

Percio un generico algoritmo di ottimizzazione vincolata deve essere in grado di risolve-
re contemporaneamente i due precedenti sottoproblemi. In pratica, ad ogni iterazione,
deve riuscire a bilanciare I'esigenza di far migliorare il valore della funzione obiettivo
con quella di controllare la violazione dei vincoli. Come visto precedentemente, trovare
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un punto che soddisfa determinati vincoli ¢ equivalente ad un problema di ottimizza-
zione globale, cioe & equivalente al problema di minimizzare una funzione che pesa la
violazione dei vincoli.

Sulla base delle considerazioni precedenti, lo studio di metodi per risolvere problemi di
ottimizzazione globale vincolata viene affronto seguendo due approcci distinti:

- cercare di utilizzare i metodi e gli algoritmi proposti per problemi di ottimizza-
zione globale nonvincolata, questo viene fatto trasformando il problema originale
vincolato in una sequenza di problemi non vincolati oppure in un singolo problema
non vincolato;

- cercare di definire dei nuovi algoritmi che cerchino di affrontare la caratteristica
di un problema vincolato di essere la somma di due problemi globalsi.

Nella prossima Sezione 7.2 si considera molto brevemente il primo dei due approcci,
richiamando le varie tecniche penalizzazione proposte in letteratura e le loro possibili
utilizzazioni nel campo dell’ottimizzazione globale vincolata.

Nella sezione 7.3 si descrive un recente esempio di un algoritmo di ottimizzaione globale
vincolata che segue il secondo approccio indicato.

7.2 Tecniche di Penalizzazione per Problemi di Ottimiz-
zazione Globale Vincolata.

Un modo per affrontare un problema di ottimizzazione vincolata & quello di cercare di
trasformarlo nella minimizzazione non vincolata di una particolare funzione detta nor-
malmente funzione di penalita o funzione di merito. In generale le funzioni di penalita
vengono costruite aggiungendo alla funzione obiettivo un termine che penalizza la viola-
zione dei vincoli. In letteratura sono state proposte numerose funzioni di merito che si
differenziano tra di loro nel modo di penalizzare la violazione dei vincoli. Tali differenze
si riflettono nelle proprieta teoriche che le varie funzioni di penalita presentano.

Nel seguito si descriveranno brevemente alcune funzioni di penalita che non richiedono
la conoscenza di un punto strettamente interno all’insieme ammissibile o la possibilita
di sfruttare qualche particolarita della sua struttura.

Funzioni di penalita sequenziali esterne

Queste funzioni sono del tipo:
1 (& 1
Ps(x;e) = f(x) + B ZmaX{O,gi(a:)}p + Z hi(z)P |,
i=1 j=1

con p > 1 e dove £ € un scalare positivo detto parametro di penalita o coefficiente di
penalita.
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Queste funzioni di penalita hanno il pregio di essere molto semplici. Dal punto di vista
teorico si pud dimostrare che, se z. ¢ il minimo di Pg(z;¢), allora per valori di € che
tendono a zero si ha che i punti z. tendono ad una soluzione del problema vincolato.
Un difetto di questa classe di funzioni di penalita ¢ quello di essere non esatte, cioe
non esiste nessun valore di € per cui e possibile dimostrare che il problema vincolato di
partenza € equivalente a minimizzare in maniera non vincolata una di queste funzioni

Pg(x).

Funzioni di penalita esatte non differenziabili

Queste funzioni di merito hanno una struttura del tipo:

Prlzie) = (@) + = | Yo max{0,5:(0)} + 3 Iy (o)
i=1 Jj=1

Le funzioni di penalita non differenziabili sono esatte, in quanto, sotto opportune ipo-
tesi, € possibile dimostrare che, per valori sufficientemente piccoli del parametro di
penalita e, ogni minimo globale (locale) del problema vincolato & un minimo globale
(locale) non vincolato di Py (x;¢) e viceversa. Inoltre, una relazione analoga vale anche
tra i punti di Kuhn-Tucker del problema originale ed i punti critici della funzione non
differenziabile Py (x;¢).

Naturamente la limitazione principale nell’'utilizzazione di questa classe di funzioni
di penalita risiede nella loro non differerenziabilita che le rende alquanto difficili da
MINIMIZZATE.

Funzioni Lagrangiane aumentate

A differenza delle funzioni di merito viste precedentemente, in questa classe di funzioni
I'idea & quella di trasformare un problema di minimizzazione vincolato su R™ in uno
di minimizzazione non vincolata su R*TT4. In particolare la funzione di merito da
minimizzare assume la struttura:

—e\;
Ly(z, N\ p;e) = +Z)\ max{g;(z) }+ZMJ
=1

(Z max{g;(z Z h;j( )

Sotto opportune ipotesi e per valori sufficientemente piccoli del parametro di penalita
g, si ha anche che ogni minimo globale (locale) z* del problema vincolato ¢ un minimo
globale (locale) non vincolato della funzione L4 (x, \*,u*;e), dove A* e p* sono dei
moltiplicatori di Kuhn-Tucker associati al punto z*. Purtroppo quest’ultimo risultato
non puo essere applicato direttamente per trasformare il problema vincolato originale
in uno vincolato perché richiederebbe la conoscenza dei moltiplicatori di Kuhn-Tucker
A* e p*. Tuttavia la precedente proprieta delle funzioni Lagrangiane aumentate hanno
ispirato la definizione di una classe di algoritmi, detti metodi dei moltiplicatori, che si
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basano su una sequenza di minimizzazioni, rispetto alla variabile x, di funzioni del tipo
La(x, M\, pik; €k ), dove le stime dei moltiplicatori (Mg, ug) e il parametro dipenalita ey
vengono aggiornati iterativamente secondo opportune regole.

Funzioni di penalita esatte continuamente differenziabili

L’idea base su cui si fondano funzioni di penalita esatte continuamente differenziabili
¢ quella di approssimare in una funzione Lagrangiana aumentata i moltiplicatori di
Kuhn-Tucker (A*, u*) attraverso delle funzioni della sola variabile z. Piu precisamente
la struttura base di una funzione di penalita di questo tipo & la seguente:

m

Po(a:2) = £(a) + 3 M) mas{ai(a), “ ) + 3 i)y (@)
= j=1

1/ —eXi(x) 1
+E (; max{g;(x), T}2 + ; h; (m)2> )

dove il termine di penalita e lo stesso di quello utilizzato nella funzione Lagrangiana
aumentata vista precedentemente, mentre \(x) e p(z) sono delle particolari funzioni
tali che:

i) A(): R — R™ e u(-): R — R%;

*

i) se (x*, \*, u*) & una tripla di Kuhn-Tucker allora A\(z*) = A\* e p(z*) = p*;
iii) A(-) e u(-) sono funzioni continuamente differenziabili.

In letteratura tutte le funzioni che godono delle precedenti proprieta vengono dette
funzioni moltiplicatrici.

Grazie alle proprieta delle funzioni A(x) e u(x), le funzioni di penalita di questa classe
presentano delle buone proprieta di esattezza. Infatti, sotto opportune ipotesi e per
valori sufficientemente piccoli di €, & possibile stabilire una corrispondenza biunivoca
tra i minimi globali (locali) e punti di Kuhn-Tucker del problema vincolato originario e
i minimi globali (locali) e i punti stazionari della funzione continuamente differenziabile
Pg(x;¢).

Funzioni Lagrangiane aumentate esatte

Le funzioni di penalita esatte continuamente diffenziabili si basano fortemente sull’uti-
lizzazione delle funzione moltiplicatrici A(x) e pu(z). Purtroppo il calcolo di tali funzioni
puo essere troppo oneroso se il numero di vincoli del problema & grande. Le funzioni
Lagrangiane aumentate esatte permettono di trasformare un problema vincolato in uno
non vincolato evitando 'utilizzazione di funzioni moltiplicatrici. Il prezzo da pagare &
che il problema non vincolato da risolvere & un problema sullo spazio esteso R"T™14,
Analogamente alle funzioni di penalita esatte continuamente differenziabili, le funzioni
Lagrangiane aumentate esatte traggono ispirazione dalle funzioni Lagrangiane aumen-
tate descritte. Infatti la forma originale di una funzioni di merito di questa classe ¢ la
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seguente:

Lp(e A pie) = fla) + 3 A max{gi(a).

i a
5t > njhj(x)
j=1

i—1

1/ —e)\ d
+E<;max{gi(a;), Z }2+jz::1hj(a:)2)
+¢L($7)\=M)a

dove, il temine nuovo ¢, ha le seguenti caratteristiche:
i) ¢r(x, A\, u) € una funzione continuamente differenziabile nella tripla (z, A, u);

ii) se (z*, \*, u*) € una tripla di Kuhn-Tucker del Problema (7.1) allora

or(z™, A1) =0
se e solamente se A = \* e yu = u*.

Quindi a differenza delle funzioni Lagrangiane aumentate, quelle esatte hanno un ter-
mine ¢z, la cui minimizzazione forza le variabili A e u a coincidere con i moltiplicatori
di Kuhn-Tucker del problema vincolato.

Le funzioni Lagrangiane esatte si possono stabilire le stesse proprieta di esattezza delle
funzioni di penalita esatte continuamente differenziabili.

Utilizzazione delle funzioni di penalita nell’ottimizzazione globale vincolata

Un approccio abbastanza diffuso per affrontare problemi di ottimizzazione globale vin-
colata ¢ quello di sostituire il Problema (7.1) con la minimizzazione non vincolata di
una funzione di penalita sequenziale Ps(x;¢) (con un valore del parametro di penalita
sufficientemente piccolo) e di applicare un qualche algoritmo di ottimizzazione globale
non vincolato a quest’ultimo problema. Come detto precedentemente i punti trovati
con questa strategia possono essere solamente delle approssimazioni di minimi globali
del Problema (7.1).

Dal punto di vista teorico, la deteminazione dei punti di ottimo del Problema (7.1)
richiede la soluzione di una sequenza di minimizzazioni globali della penalita sequenziale
al diminuire del valore del parametro di penalita.

I limiti delle funzioni di penalita sequenziali possono essere superati utilizzando le fun-
zioni di penalita esatte o le funzionii Lagrangiane aumentate esatte. Infatti, per valori
sufficientemente piccoli del parametro di penlita, ogni minimo globale del Problema
(7.1) coincide con un minimo gloabale dei queste funzioni di merito e viceversa. Tut-
tavia una loro utilizzazione nel campo della ottimizzaziione globale vincolata richiede
lo studio di tecniche di aggiornamento del parametro di penalita che garantiscano che,
dopo un numero finito di passi, siano in grado di trovare i valori giusti del parametro
di penalita.
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7.3 Algoritmo di Direct per Problemi di Ottimizzazione
Globale Vincolata.

Come detto nella Sezione 7.1, una alternativa all’uso di tecniche di penalizzazione & quel-
lo di cercare di estendere qualche metodologia proposta per i problemi di ottimizzaione
globale nonvincolata a caso dei problemi vincolati.

In sezione, come esempio di questo secondo approccio per definire metodi di ottimizza-
zione globale vincolata, viene descritto come 'approccio su cui si basa L’Algoritmo di
Direct puo essere facilmente adattato al caso dei problemi vincolati.

Si considera nuovamente il seguente insieme:

D={zeR":l1<z<u}

Analogamente a quanto fatto precedentemente, si ipotizza che l'insieme D sia suf-
ficientemente grande da contenere al suo interno dei minimi globali del Problema
7.1.

Sotto questa ipotesi, il problema vincolato originario € equivalente ad un problema
bilivello costituito da

i) trovare tutti i minimi globali del seguente problema:

m q
minw(z) = ZmaX{O,gi(az)}pl + Z h;(x)P? (7.2)
i=1 j=1
x eD,
con p; > 0epy >0

ii) determinare tra i precedenti trovati quello che minimizza la funzione f(x).

Quindi la strategia seguita dall’Algoritmo di Direct si adatta semplicemente a questa
impostazione. In una generica iterazione k-esima, data una partizione {D% i € I}
dell’insieme D, si determinano prima i sottointervalli potenzialmente ottimi per la fun-
zione w(x) e, tra questi, si selezionano poi quelli potenzialmente ottimi per funzione

().

Quindi un possibile Algoritmo di Direct per il Problema 7.1 puo avere la stessa struttura
di quello descritto in Sezione 5.4 per problemi non vincolati e di differenziarsi solamente
nella definizione dell’insieme I}; degli indici degli insiemi da partizionare alla generica
iterazione k-esima.

Per definire formalmente I'insieme I}, si introduce I'insieme degli indici dei sottoinsiemi
potenzialmente ottimi per la funzione w(x). Cio¢, data una partizione {D% i € I}
dell’insieme D e dato un parametro € > 0, si definisce il seguente insieme di indici:

Iy = {h €l : esiste L">0 che soddisfa:

L R 7
w(zh) — 7Huh — 1" < w(zh) - 7Hu’ —1"||, per tutti i € Iy, (7.3)
I:h
Sl = 2 < i — il }

w(z") — 5
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Utilizzazando il precedente insieme di indici si puo definire il nuovo insieme I

I = {h €I’ esiste L">0 che soddisfa:

Lh . L .
£ = =19 < 1) = Ll = B, per vt i € 1. (7.9
h Eh h h
£ = Sl =P < foie = el finl,

Questa versione dell’Algoritmo di Direct per problemi vicolati ha le stesse proprieta
della versione originale. Infatti, come detto, utilizza la stessa tecnica di partizione dei
sotto intervalli. Riguardo la nuova definizione dell’insieme I}, La seguente proposizione
mostra che, in ogni iterazione, un particolare sottoinsieme con ampiezza massima risulta
sempre potenzialmente ottimo e che quindi I’Assunzione 5.1.2 & soddisfatta.

Proposizione 7.3.1 Se {I}} ¢ la sequenze degli insiemi di indici dati dalla (7.4) allora
I’Assunzione 5.1.2 é sodisfatta.

Prova. Dato I}'** dalla (5.28), si definisce il seguente insieme di indici:

Imae — {p e I () = 'IIIliH w(z')}.
ieIyes

Comunque scelto h € IA,T““’C basta scegliere scegliere L" > 0 tale che:

~ hy _ . . hy _ j
L" = 2max W(@?) = Win + £[min) ,  max M ’
dh jelk\lgmz dh _ d]

per ottenere che h € I} (con I}’ dato dalla (7.3)). Dalla precedente relazione segue
che: X
IY NI = I £ ).

Sia £ € I ¢ tale che f(z) < f(2?), per ogni i € I}***. Scegliendo L > 0 tale

che: .
f(:Eé)_fmin +5|fmin| f(:l?é)—f(l‘])}

maXx

L' > 2max , :
{ d jer\fmar  dt—di

segue che £ € I}, da cui si ha:
N e £ 0.

O

Analogamente al caso non vincolato si puo concludere con la seguente proposizione.

Proposizione 7.3.2 Tutte le sequenze di insiemi {D%} generate dall’Algoritmo Di-
rerct per problemi vincolati sono strettamente annidate. Inoltre, per ogni & € D,
algoritmo genera una sequenza di insiemi {D%} strettamente annidata tale che

o0

() D* = {&}.

k=0
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