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8 La dualita nella Programmazione Lineare

Il problema di Programmazione Lineare ¢ un problema di ottimizzazione convesso. In-
oltre abbiamo affermato che nel caso di vincoli lineari le condizioni necessarie di ottimo
valgono anche in assenza dell’ipotesi di regolarita. Quindi vale il risultato enunciato nel
Teorema 36.
Le condizioni necessarie e sufficienti di ottimalita consentono di dedurre alcuni risultati
molto importanti nella Teoria della Programmazione Lineare che sono noti sotto il nome
di Teoria della Dualita.

Facciamo riferimento per semplicita ad un problema di Programmazione Lineare del
tipo

min 'z

z€IR"™
Az >b (78)
x>0,

ove A € una matrice p X n, ¢ € un vettore di dimensione n, b € un vettore di dimensione p.
Sappiamo che le condizioni di KKT sono necessarie e sufficienti di ottimo globale. Quindi
una soluzione del problema (78) esiste se e solo se esistono dei moltiplicatori che soddisfano
le condizioni di KKT.

Consideriamo ora il problema di Programmazione Lineare

max blu

ucIRP
ATy <c (79)
u > 0;

Anche in questo caso le condizioni di KKT sono necessarie e sufficienti di ottimo globale.
La coppia di problemi di programmazione lineare (78) e (79) e detta coppia primale-duale
simmetrica.

Si puo dimostrare che le condizioni di KKT dei due problemi di programmazione lineare
(78) e (79) sono le stesse. Si tratta del teorema della dualita forte. 11 teorema della dualita
forte fornisce quindi una relazione tra le soluzioni ottime di questi due problemi.

Teorema 37 (Teorema della Dualita Forte) Il problema primale (78) ha una soluzione
ottima x* se e solo se il problema duale (79) ha una soluzione ottima u*; inoltre i valori
delle funzioni obiettivo coincidono all’ottimo ¢ x* = bl u*.

Dimostrazione. Si tratta di fare vedere che le condizioni necessarie e sufficienti di ottimo
per il problema (78) risultano essere necessarie e sufficienti di ottimo globale u* per il
problema (79).

Chiamiamo con u € IRP il moltiplicatore associato ai vincoli Ax > b, e con v € IR" il
moltiplicatore associato ai vincoli x > 0; con queste notazioni, la funzione Lagrangiana
del problema (78) & data da:

Ly(z,u,v) = 'z +ul (b — Az) — v’ 2,

e le condizioni di KT affermano 'esistenza di v* > 0,v* > 0 tali che:

VaeLp(x™, u*,v*) =c— ATy —v* =0, (80)
wT(b— Az*) =0 (81)
v e = (82)
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E possibile riscrivere queste condizioni eliminando v*. Infatti dalla (80) otteniamo
¢ — ATy* = v* ed imponendo la condizione v* > 0, si ottiene

c— ATu* > 0.
Sostituendo l'espressione della v* nella (82) otteniamo poi (¢ — ATu*)Tz* = 0, ovvero
o =wt Axr.

*Tb_

Sviluppando la (81) si ha anche u w*T Az* = 0, che insieme alla precedente consente

di scrivere
T T
Wy =t Azt = o

Possiamo quindi affermare che, z* & una soluzione del problema (78) se e solo se esiste un
moltiplicatore u* € IR™ tale che z* e u* soddisfano le condizioni:

Az* >b,  a* >0, (83)
ATy* <e, u*>0. (84)
clo* = bTu* (85)

Osserviamo che alla condizione di ammissibilita di z* (83), si aggiungono una con-
dizione nella sola u* data dalla (84) e una condizione che coinvolge sia x* che u*. In
particolare la condizione (84) evidenzia che u* € IR™ ¢ ammissibile per il problema duale
(79).

Scriviamo ora le condizioni di KKT per il problema (79). Chiamiamo con z € IR" il
moltiplicatore associato ai vincoli ATu < ¢, e con z € IR? il moltiplicatore associato ai
vincoli w > 0; con queste notazioni, osservando che il problema duale & un problema di
massimizzazione, abbiamo per il problema la funzione Lagrangiana:

La(u,z,2) = =bTu+ 2T (ATu — ¢) — 2T,

e se u* & una soluzione del problema duale, le condizioni di KT affermano l’esistenza di
z* > 0,2z* > 0 tali che:

VuLg(u®*,x*,2*) = =b+ Az™ — 2 =0, (86)
T (ATw —¢) =0 (87)
ZTu =0 (88)

In modo analogo a quanto fatto sul problema primale, possiamo eliminare z*. Infatti dalla
(86) otteniamo —b 4+ Az* = z* > 0; premoltiplicando la (86) per u*’, e tenendo conto
delle (87), (88), otteniamo poi —b” u* 4 c’'z* = 0. Possiamo quindi affermare che, se u* &
una soluzione del problema duale, esiste un moltiplicatore z* tale che u* e x* soddisfano
le condizioni:

ATu <e, u* >0,
Az*>b 2" >0,
*

blu* = cLa*.

NIV IV

Si constata che le condizioni per il primale (78) e quelle per il duale (79) coincidono.
Ricordando che nel caso convesso le condizioni necessarie sono anche sufficienti, possiamo
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concludere quanto segue: se il primale ha una soluzione z* esiste un moltiplicatore u* che,
insieme ad z*, soddisfa le condizioni necessarie per il primale; ma poiche gli stessi u* e z*
soddisfano le condizioni sufficienti per il duale, si deduce che il duale ha la soluzione u*, con
moltiplicatore x*; viceversa, se il duale ha una soluzione ©*, con associato moltiplicatore z*,
allora z* e soluzione del primale, con associato moltiplicatore u*. Inoltre il valore ottimo
della funzione obiettivo primale coincide con il valore ottimo della funzione obiettivo duale,
come risulta dalla (85). O

In conclusione, da un punto di vista analitico, risolvere il primale ¢ del tutto equivalente a
risolvere il duale. Non & pero cosi da un punto di vista algoritmico, in quanto i due problemi
sono diversi, e, a seconda dell’algoritmo che si utilizza, puo essere piu conveniente risolvere
un problema piuttosto che 1’altro.

Si puo dimostrare anche un altro importante risultato della teoria della dualita che ¢
noto con il nome di Teorema della Dualita Debole:

Teorema 38 (Teorema della Dualita Debole) Siano T e u soluzioni ammissibile rispet-
tivamente per il problema primale e per il problema duale. Allora risulta ¢'z > b'a.

Dimostrazione. Supponiamo di avere due punti Z e u ammissibili rispettivamente per il
problema primale e per il problema duale, ovvero tali che:

ATa<e, a>0,
Az>b z>0.
P
Osserviamo che @’ Z uj(b; — a Z) < 0 e quindi possiamo scrivere

Tz>cTz+al (b—Az) =bTa+ (F —al Az > bvla,
dove I'ultima disuguaglianza segue dal fatto che (¢!’ —a’ A)z > 0. O

Osserviamo che, se z* & una soluzione ottima per il primale (e quindi in particolare
ammissibile), e se @ € un punto ammissibile per il duale, abbiamo dal teorema della Dualita
Debole che

Osserviamo inoltre che, se T e x* sono rispettivamente un punto ammissibile e una
soluzione per il primale, si ha ovviamente

Tj > CTIL‘*

Quindi un punto ammissibile per il primale, e un punto ammissibile per il duale forniscono,
rispettivamente, una limitazione superiore e una limitazione inferiore per il valore ottimo
del primale, cioe

Va<clz<clz
Sapere che il valore ottimo ¢’z* del primale di un problema di Programmazione Lineare
si colloca nell’intervallo [b7 @, ¢’ Z], ove Z & un qualunque punto ammissibile per il primale,
e 4 e un qualunque punto ammissibile per il duale, risulta di grande utilita dal punto di

vista algoritmico.
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Naturalmente si puo dare un risultato analogo per la soluzione ottima del duale u*. In
particolare se T e u soluzioni ammissibile rispettivamente per il problema primale e per il
problema duale, possiamo scrivere

AT

IN

blu* < 'z,

Fino ad ora abbiamo fatto riferimento ad una coppia primale -duale simmetrica. Si
possono dare delle regole generali per scrivere il problema duale di un qualunque problema
di programmazione lineare. Tali regole sono schematizzate nella tabella, in cui, data una
matrice A, indichiamo con a! le righe di A e con Aj le colonne di A.

PRIMALE DUALE
min Lz max bl u
aiTx > b; u; >0
aiTx =b u; non vincolata in segno
iL'j Z 0 uTAj S Cj
x; non vincolata in segno ul'Aj = ¢;
DUALE PRIMALE

Osservazione 7 Osserviamo che il ruolo di primale e di duale sono intercambiabili. In-
oltre facendo il duale del problema duale si riottiene il problema primale.

Osservazione 8 Nel derivare i risultati della Teoria della dualita abbiamo fatto rifer-
imento alla coppia prima -duale simmetrica. Questi risultati sono wvalidi comunque si
scelga una coppia primale-duale, facendo attenzione al segno delle disuguaglianze, in par-
ticolare nel teorema della dualita debole, che sono date facendo riferimento ad un problema

primale di minimizzazione ed uno duale di massimizzazione.

Nella successiva tabella riportiamo le situazioni che si possono verificare (Si) e quelle
che non si possono verificare (No) in una coppia primale-duale:

DUALE
ottimo | illimitato | ins. ammissibile
finito | superior. vuoto
ottimo Si No No

finito

PRIMALE illimitato No No Si

inferior.

ins. ammissibile No Si Si

vuoto
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Esempio 13 Sia dato il problema di Programmazione Lineare

min x; — 29
—r1 +x2 < -3
1 +22<5H
1 >0, 29 >0

1. Scrivere il problema duale;

2. dare una limitazione superiore ed inferiore al valore ottimo c''z* del problema pri-
male;

3. dare una limitazione superiore ed inferiore al valore ottimo b u* del problema duale;

4. utilizzando il teorema della dualita forte (o le equivalenti condizioni di KKT) dire se
il punto ¥ = (4, 1)T ¢ ottimo per il primale e fornire a certificato il valore ottimo
della soluzione duale u*.

Il problema duale é (attenzione per applicare le regole della tabella ¢ mecessario che i
problemi siano scritti in una delle forme previste):

max 3uj — dus
ul—UQ§1
—uy — ug < —2
ule, ’LLQZO

Si werifica facilmente che il punto T = (3, 0)T & ammissibile per il primale, mentre il
punto u = (0, 2)T e ammissibile per il duale. Si ottengono quindi i due intervalli

—10=vla<clz*<cTz=3
—10=0b"a<blu* <z =3.

Le condizioni di KKT (equivalenti al teorema della dualita forte, si scrivono;

—x1+ 22 < =3
1+ 22 <5

1 >0, 12 2>0

up —uo <1
—ul—u2§—2

up >0, up >0
x1(ug —ug —1) =0
$2(—U1—U2+2):O
ui(—x1 +22+3)=0
UQ(.%'1+I‘2—5):O

1l punto x=* é ammissibile per il primale. Dalle condizioni di complementarita seque anche
che per essere ottimo deve esistere un u* > 0 tale che uj —u5—1=0 e —uj —us+2 =0,
da cui si ottiene u* = (3/2, 1/2).
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