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Esercizio 1. (4,5 punti)

Sia dato il problema di ottimizzazione non vincolato:

min %x?’—x% +Ex2—|—x2—|—2xx + 221 + 4z
veR? 31 s 63 2 278 ! 2

(i) (2 punti) Dire se la funzione ¢ convessa o non convessa giustificando la risposta.

(ii) (0,5 punti) Dire se il punto (1, —5, 3)7 soddisfa le condizioni necessarie del primo ordine
e discuterne la natura.

(ii) (0,5 punti)Dire se nel punto (0, 0, 0)7 la direzione d = (—1 ,—2, — 1)T & di discesa,
giustificando la risposta.

(iii) (1.5 punto) Scrivere I'approssimazione quadratica della funzione nellintorno del punto

2% = (0, 0, —1)T e dire se ¢ possibile affermare che ammette un unico punto di minimo
globale.

Soluzione. (i) Risulta

422 — 2wyx3 + 2 8ry —2x3 0 —2x4
V(@)= 2x9+225+4 V2f(x) = 0 2 2
—x% + %l’g + 214 -2, 2 1—31

L’elemento 8x; — 2x3 sulla diagonale puo assumere valori positivi, negativi, nulli. Dunque la
matrice V2f(x) non risulta semidefinita positiva. La fuzione NON & convessa.

(ii) Nel punto z = (1, —5, 3)? risulta Vf(z) = 0 dunque Z soddisfa le condizione necessarie
del primo ordine. Per studiare la natura, si calcola la matrice hessiana

0 —2
Vif(z)=| 0 2 2
2

11

3




Il determinante risulta essere detV2f(z) = —3 < 0 dunque la matrice V?f(Z) # 0 e Z non &
un punto di minimo locale. Si osserva che V2f(Z) A 0 e dunque non si tratta nenache di un
massimo. Il punto z & un punto di sella.

(iii) L’approssimazione quadratica f(z°) 4+ V f(2°)"(z — 2°) + L(z — 2°)T V2 f(2°) (2 — 2°) nel
punto z° = (0, 0, — 1) ¢ data da

11 2 r T 1 T r 2 0 0 T
— 4+ 2 X2 + = X2 0 2 2 X2
6 11 11

1) \agr1) 2 \as+1) \o 2 8/ \ayt1

La matrice hessiana V2 f(z°) risulta essere definita positiva (i minore principali compreso il
determinante = 20/3 sono > 0), dunque la funzione quadratica corrispondente ammette un
unico minimo globale.

Esercizio 2. (6 punti)

Dato il seguente problema di ottimizzazione vincolata non lineare (n.b. la funzione obiettivo &
la stessa dell’Esercizio 1)

4
min gx:f —x3T3 + %x% + 22 + 2w973 + 211 + 429

2£L’1+ $2—$3:2
T 20,1’3 207

(i) (0,5 punti) Dire se il problema ¢ convesso

(ii) (3.5 punti) Dire se esistono direzione ammissibili e di discesa nel punto (3, 1, 0)” e in
caso affermativo determinare una tale direzione. Definire inoltre il procedimento per il
calcolo del passo massimo oy, che e possibile effettuare lungo tale direzione mantenendo
ammissibilita e valore della funzione obiettivo non superiore rispetto a quello nel punto
assegnato.

(iii) (2 punti) Scrivere le Condizioni di KKT. Calcolare i moltiplicatori nel punto (3, 1, 0)©
e dire se le condizioni di KKT sono/non sono verificate.

Soluzione. (i) La regione ammissibile ¢ un poliedro convesso. La funzione obiettivo NON
e convessa (vedi es. 1). Dunque il problema dato NON & convesso. (ii) Verifico che il punto
& = (3, 1, 0) sia ammissbile. Ivincoli attivi sono I(z) = {2,4}, dunque le direzioni ammissbili

d € R? soddisfano il sistema
agd:2d1+d2—d3:0

aid:dgz()

Condizione sufficiente affinche una direzione sia di discesa ¢ che V f(#)Td < 0 che fornisce
'ulteriore condizione

7
3d1 + 6d2 + ng < 0.

Il sistema
2d1 + d2 — d3 =0

d3 >0
3d1+6d2+£d3<0



ammette soluzioni, infatti scegliendo ad esempio d3 = 0 si ottiene

{ —2d1 = d2
—9d; <0
dunque una qualunque direzine del tipo d = (ﬁ, — 28, 0)T con B > 0 risulta ammissibile e
di discesa. Scegliamo 3 = 1, e di conseguenza d = ( ., —1, 0)T. Si defisce dunque il punto

1,1

3 T3¢

za)=] 1—«
0

e per il calcolo del passo anax > 0 devo verificare le condizioni di ammissbilita sui vincoli NON
attivi in 2, cioe

baa(ar) + 2z3(a) < 6

z1(a) >0

e la condizione di non salita, come richiesto dall’esercizio, f(x(a)) < f(&). Si deve quindi
determinare la soluzione v > 0 del sistema

E+iaP+(1-aP+20+ta)+4(1-a)<6+1
Le prime due condizioni sono soddisfatte per ogni valore di o > 0; 'ultima per valori di « che
soddisfano la disequazione

1
ga(ag +9a —27) <0
(iii) Le condizione di KKT sono la stazionarieta:
4x? — 23173 + 2 0 2 —1 0
2x9 + 223 +4 +M |0 +p] 1 +X| 0 [+X3] O =0
—? + %I‘g + 2x9 2 -1 0 —1

complementarita per i vincoli di disuguaglianza

)\1(6 — 5.’132 — 21’3) =0
)\233'1 =0
>\3I3 == O,

e non negativita dei moltiplicatori dei vincoli di disuguaglianza A\; > 0, ¢ = 1,2,3. Nel punto
dato NON possono essere verificate in quento abbiamo gia verificato che esiste una direzione
ammissbile e di discesa. Infatti risulta )\1 = )\2 = 0 dalla complementarita e il sistema si riduce

che non ammette soluzione !
Esercizio 3. (7 punti)

Sia dato il problema di Programmazione lineare (P) (n.b.: ¢ il poliedro dell’Esercizio 2 con
I'aggiunta del vincolo x5 > 0)



min 1+ 379 + T3
51‘2 + 21‘3 S 6
21‘1—{- L9 — T3 = 2
.1’120, 1'220,33’320

(i) (2 punto) Individuare tutti i vertici del poliedro.

(ii) (0,5 punto) Porre il problema in forma standard per I'utilizzo del metodo del simplesso.

(iii) (3 punti) Individuare tutte le Soluzione di Base Ammissibile del poliedro in forma stan-
dard e per ognuna indicare le variabili di base e fuori base con la matrice di base cor-
rispondente.

(iv) (1,5 punti) Scegliere una delle SBA ottenute al passo precedente, calcolare i coefficienti di
costo ridotto e dire se ¢ soddisfatto il criterio di ottimalita usato dal metodo del simplesso.

Soluzione. Osserviamo che il punto (i) e (iii) sono “equivalenti” nel senso che dalla soluzione
di (i) si trova anche quella per (iii) o viceversa con semplici calcoli, ricordando la relaizone tra
vertici e SBA.

(1) Si utilizza il teorema di caratterizzazione dei vertici ricordando che il vincolo 2 ¢ di uguaglianza
e dunque sempre attivo.

I={1,2,3} 27=0, o =10/7, 3 <0, non ammissibile
I={1,2,4} 2,=0, r;y =5/2, x3 =3, vertice 1
I={1,2,5} 23=0, xr;1=2/5, 9 =06/5, vertice 2
I={2,3,4} 1z =19=0, x3 <0, non ammissibile
I={2,3,5} 1z =ux3=0, 9 =2, non ammissibile
I={2,4,5} 29=1x3=0, x; =1, vertice 3

(ii) Si aggiunge una variabile di slack s > 0 ottenendo

min 1+ 3x9 + x3
51‘2 +2l‘3 +s5s=6
21’1+ To — I3 =2
120, 202>20,23>0, s>0

(iii) Le SBA del problema (ii) corrispondono ai vertici del poliedro. Dunque sono tre

s=0, :L'B:<2>:<z§z),x]v:<z2>:(), B:(% 5_21)
== ()= (). 0= (3) -0 0-(3 )
e=mn= (") = (1) = (2) =0 B= (3 )

(iv) Si sceglie la SBA . I coeflicienti di costo ridotto sono

= -dgpN=3 - 0)(} é)l(f ) =2 32)>0

La SBA scelta soddisfa il criterio sufficiente di ottimalita, dunque ¢ ottima.



Esercizio 4. (8,5 punti)

Sia dato il problema di Programmazione lineare (P) (n.b.: ¢ il poliedro dell’Esercizio 2, NON
del 3)

min r1 + 329 + x3
5r9 + 223 < 6
201 + 19 —x3 = 2
120, 23>0

(i) (3,5 punti) Scrivere il problema duale e risolverlo graficamente.

(ii) (3 punti) Utilizzando la teoria della dualita, determinare, se esiste, la soluzione ottima
del problema primale.

(iii) (2 punti) Si aggiunga al poliedro il vincolo x > 0. Discutere come cambia la soluzione
del problema duale e del problema primale.

Soluzione. (i) Si deve riportare il problema in una forma standard per la costruzione del
duale, o cambiando il segno alla funzione obiettivo o al vincolo di disuguaglianza. Si scelga ad
es.

max —x1 — 313 — T3
5r9 + 223 < 6
201 + 19 — x3 = 2
120, 23>0

Dunque il duale e

min 6u1 + 2us
2ug > —1
Sur + ugy = —3
2u1 —ug > —1
u; >0
Graficando la regione ammissibile risulta vuota ('intersezione dell’iperpiano 5u; +uy = —3 con

il poliedro individuato dagli altri vincoli ¢ vuota).

(ii) Dunque il problema primale non ammette soluzione ottima e puo o avere insieme ammissible
vuoto oppure essere illimitato superiormente. Poiché esiste una soluzione ammissbile primale (il
poliedro ¢ contenuto nel poliedro dell’esercizio 3 e dunque un qualunque vertice trovato al passo
(i) dell’esercizio 3 ¢ ammissibile), il problema primale risulta essere illimitato superiormente.

(iii) Se al primale si aggiunge il vincolo x > 0 (ovvero si considera il problema dell’esercizio 2)
il vincolo duale di uguaglianza diventa di diseguaglianza



min 6uq + 2us

2ug > —1

duy + ug > —3 (1)
2u; —ug > —1

u; >0

La regione ammissibile non ¢ piu vuota ed esiste una soluzione ottima. Disegnando le rette di
livello della f.o 6u; + 2us = k ortogonali al vettore (6, 2)7 si determina la soluzione ottima

u* = ( 01 ) di valore —1. Anche il problema primale ammette soluzione ottima che ¢ il vertice
T2
1
0 | individuato nell’esercizio 2.
0

Esercizio 5 (5 punti)
Sia dato il seguente problema di programmazione lineare intera

min 6z + 225

2332 -1
Sr1 +x9 > —3
2ZE1 — IQ —1

r1 > 0, z intero

Utilizzando il metodo del Branch and Bound determinare una soluzione ottima, indicando i
sottoproblemi generati e i valori di lower e upper bound ottenuti.

Soluzione. Si osservi che il problema intero assegnato corrisponde al duale (1) a cui & stato
aggiunto il vincolo di interezza. Si rioslve dunque il rilassamento lineare (esercizio 4 (iii))

ottenendo la solzuione NON intera z* = ( 01> in corrispondenza della quale si ottiene il

2
valore di lower bound ¢’ —1. Per I'upper bound (o ottimo corrente) si puo individuare una
soluzione intera oppure porre U 0 = 4+00. Si separa rispetto ad x5 ottenendo due sottoproblemi

min 6z + 225 min 6z + 229
2x9 > —1 209 > —1
5I1+[E2> -3 51’1+ZL’2> -3
21’1 —ZL‘Q —1 2[L‘1 —[EQ —1
r1 > 0, =z intero r1 > 0, z intero
T9 < —1 9 >0
il poliedro & vuoto. la soluzione ottima ¢ intera = (0 0)7
Chiudo. aggiorno ottimo corrente e chiudo.

La soluzione ottima del problema ¢ x* = (8) di valore ¢’ z* = 0.



