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Come dimostrare che una formulazione Come dimostrare che una formulazione èè ottima? ottima? 

• Oppure che ogni verticevertice di P ha componenti 0componenti 0--11

z*=z*= min {cmin {cTTxx :  x:  x∈∈∈∈∈∈∈∈ S}S}Problema di PL01:

P = {x∈∈∈∈Rn: Dx < d} formulazione di  S

P = PS = {x∈∈∈∈Rn: Ax < b} = Conv(S) ?

• Oppure che argmin {cTx :  x∈∈∈∈P}∈∈∈∈ S per ogniper ogni c∈∈∈∈Rn

• Ogni disequazione del sistema Ax < b è implicataimplicata

dal sistema Dx < d; 3x
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Si può dimostrare che :Si può dimostrare che :
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Iniziamo da quest’ultimo caso….



Totale UnimodularitTotale Unimodularitàà

Definizione 1: Una matrice A (m ×××× n) di è detta unimodulareunimodulare

se e solo sese e solo se, per ogni sotto-matrice quadrata B (m ×××× m) di A
(base) si ha detdet(B)(B)∈∈∈∈∈∈∈∈{0,1,{0,1,--1}1}

Definizione 2: Una matrice A (m ×××× n) di è detta totalmentetotalmente

unimodulareunimodulare se e solo sese e solo se, per ogni sotto-matrice quadrata di A

B (p ×××× p) con p>0 si ha detdet(B)(B)∈∈∈∈∈∈∈∈{0,1,{0,1,--1}1}
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UnimodularitUnimodularitàà e vertici interie vertici interi (I)(I)

TEOREMA 1: Sia A una matrice a componenti intere  con

rankrank(A)(A)=m=m. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1.1. AA è unimodulare;unimodulare;

2.2. I verticivertici di PP = = {x{x∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn:: Ax=bAx=b , x, x≥≥≥≥≥≥≥≥00n n }} sono interiinteri per   

ogni vettore b∈∈∈∈Zm (intero)

3.3. Ogni sotto-matrice quadrata B (m ×××× m) nonnon--singolaresingolare

di A ha una matrice inversamatrice inversa B-1 a componenti interea componenti intere
DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE::

(11 ⇒ 22)

L’equivalenza si dimostra provando che:

(22 ⇒ 33) (33 ⇒ 11)



UnimodularitUnimodularitàà e vertici interie vertici interi ((11 ⇒ 22))

AA è unimodulare unimodulare ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ VerticiVertici di PP interi interi per b∈∈∈∈Zm

DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE:: xx°° verticevertice di PP = = {x{x∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn:: Ax=bAx=b , x, x≥≥≥≥≥≥≥≥00n n }}
⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔ xx°° SBA (SBA (Soluzione di Base AmmissibileSoluzione di Base Ammissibile)  )  
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⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔ Esiste B sotto-matrice (m ×××× m) di A con det(B)≠≠≠≠0

tale che, posto: abbiamo:e
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==== concon BB++ matrice aggiuntamatrice aggiunta didi BB

AA matrice matrice intera (a componenti intere) intera (a componenti intere) ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ BB++ intera intera 

AA matrice matrice unimodulare  unimodulare  ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ |det|det(B)|=1(B)|=1

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ BB--11bb∈∈∈∈Zm per ogniper ogni b∈∈∈∈Zm ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ xx°°∈∈∈∈Zn per ogniper ogni b∈∈∈∈Zm



Vertici interi e interezza di Vertici interi e interezza di BB--11 ((22⇒ 33))

VerticiVertici di PP interiinteri per b∈∈∈∈Zm ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ B non-singolare ha BB--11 interaintera

DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE::

- Sia B una sotto-matrice (m ×××× m) di A con det(B)≠≠≠≠0

con [[[[ ]]]]

             

m321
1B ππππππππππππππππ L====

−−−−
( ππππππππkk colonna di BB--11 )

- Sia t un vettore interovettore intero tale che  t+ππππππππkk ≥≥≥≥≥≥≥≥ 0m

- Sia b(t)= Bt+uukk (uukk k-esimo vettore unitariovettore unitario)

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ SBASBA del sistema Ax=b(t) , x≥≥≥≥0nn

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ VerticeVertice di PP = = {x{x∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn:: Ax=bAx=b(t) , x(t) , x≥≥≥≥≥≥≥≥00n n }} ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒
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⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ t+ππππππππkk un vettore interovettore intero ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ππππππππkk un vettore interovettore intero

[ t è un vettore interovettore intero]]

Dimostriamo che una generica colonna ππππππππkk è interaintera:

[per ipotesiper ipotesi]]



Interezza di Interezza di BB--11 e e unimodularitunimodularitàà ((3 3 ⇒ 11))

B nonnon--singolare ha singolare ha BB--11 interaintera ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ AA è unimodulare unimodulare 

DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE::

- Sia B una sotto-matrice (m ×××× m) di A con det(B)≠≠≠≠0

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ BB--11 ha tutte componenti interecomponenti intere

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ |det(B)| e |det(BB--11)| numeri interinumeri interi

ma |det(B)| |det(BB--11)|= |det(BBB--11)| = 1

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ |det(B)|=|det(BB--11)|=1

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ AA è unimodulareunimodulare



Vertici, forma Standard e forma GeneraleVertici, forma Standard e forma Generale

TEOREMA 2: Il vettore xx°°è un vertice del poliedro:

PP = = {x{x∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn:: AxAx ≤≤≤≤≤≤≤≤ b , xb , x≥≥≥≥≥≥≥≥00n n }}

se e solo se se e solo se il vettore::

è un verticevertice del poliedro

Q = Q = {{((xx,s),s)∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn+m+m:: Ax+Is=b , xAx+Is=b , x≥≥≥≥≥≥≥≥00n , n , ss≥≥≥≥≥≥≥≥00m m }}

DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE: (: (xx°°èè un vertice di un vertice di PP ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ((xx°°,,ss°°)) èè un vertice di un vertice di QQ))
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-- Supponi cheSupponi che ((xx°°,,ss°°)) nonnon sia un verticesia un vertice didi QQ

((xx22,s,s22))

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ esistono due vettoriesistono due vettori ((xx11,s,s11) ) ≠≠≠≠≠≠≠≠((xx22,s,s22) ) tali chetali che::

((xx11,s,s11))

((xx00,s,s00))

((xx°°,,ss°°)=)=αααααααα ((xx11,s,s11) +() +(11--αααααααα) () (xx22,s,s22)  )  1 > 1 > αααααααα >00

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ xx°°==αααααααα xx11+(+(11--αααααααα) ) xx22 1 > 1 > αααααααα >00

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ xx1 1 = = xx2 2 [xx°°è un vertice di vertice di PP]]

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ss1 1 = = bb--AAxx1 1 = = bb--AAxx22 = = ss2       2       CONTRADDIZIONE CONTRADDIZIONE 



Vertici, forma Standard e forma GeneraleVertici, forma Standard e forma Generale

DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE: (: (((xx°°,,ss°°)) èè un vertice di un vertice di QQ ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ xx°°èè un vertice di un vertice di PP ))

--Supponi cheSupponi che xx°°nonnon sia un verticesia un vertice didi PP

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ esistono due vettoriesistono due vettori xx11 ≠≠≠≠≠≠≠≠ xx22 tali chetali che::

xx°°==αααααααα xx11+(+(11--αααααααα) ) xx22 αααααααα >0>0

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ((xx°°,,ss°°)=)=αααααααα ((xx11,s,s11) +() +(11--αααααααα) () (xx22,s,s22)   )   αααααααα >0>0

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ss1 1 = = bb--AAxx1 1 ≠≠≠≠≠≠≠≠ bb--AAxx22 = = ss22

ss°°==αααααααα ss11+(+(11--αααααααα) s) s22

concon ((xx11,s,s11) ) ≠≠≠≠≠≠≠≠((xx22,s,s22) ) CONTRADDIZIONECONTRADDIZIONE



Totale UnimodularitTotale Unimodularitàà e vertici interie vertici interi

TEOREMA: Sia A una matrice a componenti intere  con

rankrank(A)(A)=m=m. Allora I verticivertici di PP = = {x{x∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn:: AxAx≤≤≤≤≤≤≤≤ b , xb , x≥≥≥≥≥≥≥≥00n n }}
sono interiinteri per ogni vettore b∈∈∈∈Zm (intero) se e solo se la

matrice AA è totalmente unimodulare.totalmente unimodulare.

DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE: : [Teorema 2Teorema 2]] xx°°∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn è un vertice del poliedro:

PP = = {x{x∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn:: AxAx ≤≤≤≤≤≤≤≤ b , xb , x≥≥≥≥≥≥≥≥00n n }}

se e solo se se e solo se il vettore::

è un verticevertice del poliedro:

Q = Q = {{((xx,s),s)∈∈∈∈∈∈∈∈RRnn+m+m:: Ax+Is=b , xAx+Is=b , x≥≥≥≥≥≥≥≥00n , n , ss≥≥≥≥≥≥≥≥00m m }}
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I vertici di Q Q hanno componenti intere se e solose e solo se la matrice 

(A (A IImm )) è unimodulare unimodulare [Teorema 1Teorema 1]]



Totale UnimodularitTotale Unimodularitàà e vertici interi (e vertici interi (IIII))

(A (A IImm )) unimodulareunimodulare ⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔ A A totalmente unimodularetotalmente unimodulare

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]m1n1
m uuaaIA LL====

Sia B una sotto-matrice (m ×××× m) di (A (A IImm ) ) con det(B)≠≠≠≠0

[[[[ ]]]]mrr1 j1jjj uuaaB LL
++++
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−−−−rm1 IF
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⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ |det(B)|=|det(FF)|=1

[solo se][solo se] A A totalmente unimodulare totalmente unimodulare ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ (A (A IImm)) unimodulare unimodulare 
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Dobbiamo dimostrare che:Dobbiamo dimostrare che:



Totale UnimodularitTotale Unimodularitàà e vertici interi (e vertici interi (IIIIII))

Sia F una sotto-matrice (p ×××× p) di A A con p>0 e det(B)≠≠≠≠0
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−−−−pm1 IF

0F
B

⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ |det(F)|=|det(BB)|=1

[se][se] (A (A IImm)) unimodulare unimodulare ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ A A totalmente unimodularetotalmente unimodulare

{{{{ }}}}  p1 jj ,...,Siano gli indici delle colonne di F

[[[[ ]]]]mpp1 j1jjj uuaaB LL
++++
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Definisci la seguente base BB (m ×××× m) di ( A,( A,IImm ))
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Come verificare la Totale UnimodularitCome verificare la Totale Unimodularitàà

TEOREMA: Sia A una matrice a componenti {0,1,{0,1,--1}1}. Allora 

AA è totalmente unimodulare (TUM)totalmente unimodulare (TUM) sese::

(1) (1) ogni ogni colonnacolonna contiene contiene al pial piùù due coefficienti diversi da zerodue coefficienti diversi da zero;;

(2)(2) le le righerighe didi A A sono sono partizionabilipartizionabili in due insiemiin due insiemi QQ11 ee QQ2 2 

tali che:tali che:

(2a)(2a) Se una colonnaSe una colonna j j contiene due elementicontiene due elementi aaijij≠≠≠≠≠≠≠≠0 0 ee aahjhj ≠≠≠≠≠≠≠≠0    0    

aventi loaventi lo stesso segnostesso segno alloraallora ii∈∈∈∈∈∈∈∈QQ11 ee hh∈∈∈∈∈∈∈∈QQ2;2;

(2b)(2b) Se una colonnaSe una colonna j j contiene due elementicontiene due elementi aaijij≠≠≠≠≠≠≠≠0 0 ee aahjhj ≠≠≠≠≠≠≠≠0    0    

aventi loaventi lo segno diversosegno diverso alloraallora i,hi,h∈∈∈∈∈∈∈∈QQ11 oppureoppure i,hi,h∈∈∈∈∈∈∈∈QQ2;2;

DIMOSTRAZIONEDIMOSTRAZIONE: (provate a dimostrarlo : (provate a dimostrarlo …… difficile)difficile)

- Si tratta di una condizione sufficiente (criterio)

- Per le matrici per le quali vale la (1)(1) ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒ la (2) la (2) èè necessarianecessaria



Criterio Sufficiente (esempi)Criterio Sufficiente (esempi)
TEOREMA: Sia A una matrice a componenti {0,1,{0,1,--1}1}. 

Allora AA è totalmente unimodulare (TUM) totalmente unimodulare (TUM) sese::

(1) (1) ogni ogni colonnacolonna contiene contiene al pial piùù due coefficienti diversi da zerodue coefficienti diversi da zero;;

(2)(2) le le righerighe didi A A sono sono partizionabilipartizionabili in due insiemiin due insiemi QQ11 ee QQ2 2 

tali che:tali che:

(2a)(2a) Se una colonnaSe una colonna j j contiene due elementicontiene due elementi aaijij≠≠≠≠≠≠≠≠0 0 ee aahjhj ≠≠≠≠≠≠≠≠0    0    

aventi loaventi lo stesso segnostesso segno alloraallora ii∈∈∈∈∈∈∈∈QQ11 ee hh∈∈∈∈∈∈∈∈QQ2;2;

(2b)(2b) Se una colonnaSe una colonna j j contiene due elementicontiene due elementi aaijij≠≠≠≠≠≠≠≠0 0 ee aahjhj ≠≠≠≠≠≠≠≠0    0    

aventi loaventi lo segno diversosegno diverso alloraallora i,hi,h∈∈∈∈∈∈∈∈QQ11 oppureoppure i,hi,h∈∈∈∈∈∈∈∈QQ2;2;
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Matrici Totalmente Matrici Totalmente UnimodulariUnimodulari

1. Se A è totalmente unimodularetotalmente unimodulare
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n
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A
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A
A

sono totalmente totalmente unimodulariunimodulari

2. La matrice di incidenzamatrice di incidenza MM di un grafo orientato è

totalmente unimodularetotalmente unimodulare

DIMOSTRAZIONIDIMOSTRAZIONI: (a cura dello studente): (a cura dello studente)


