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𝒙𝟐 + 𝒙𝟓 + 𝒙𝟒 ≥ 𝟏 (𝑨)
𝒙𝟏 + 𝒙𝟒 ≥ 𝟏 (𝑩)
𝒙𝟑 + 𝒙𝟓 ≥ 𝟏 (𝑪)
𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒, 𝒙𝟓 ≥ 𝟎

𝒚𝑩 ≤ 𝟏 (𝟏)
𝒚𝑨 ≤ 𝟐 (𝟐)
𝒚𝑪 ≤ 𝟐 (𝟑)
𝒚𝑨 + 𝒚𝑩 ≤ 𝟏 (𝟒)
𝒚𝑨 + 𝒚𝑪 ≤ 𝟏 (𝟓)
𝒚𝑨, 𝒚𝑩, 𝒚𝑪, ≥ 𝟎

𝒄 = 𝟏 𝟐 𝟐 𝟏 𝟏



Approssimazione Primale-Duale:  Set-Covering

Nel caso del Set-Covering abbiamo:

• ഥ𝒙 ∈ 𝑺 ⇔ ഥ𝒙 vettore di incidenza di un cover 𝑻
• ovvero 𝑻: 𝑻⋂𝑭𝒊 ≥ 𝟏 ∀ 𝑭𝒊 ∈I
• e inoltre: ഥ𝒙𝒆 > 𝟎 ⇔ 𝒆 ∈ 𝑻

La condizione del teorema diviene:

• 𝒆 ∈ 𝑻 ⇒ σ𝑭𝒊∋𝒆 ഥ𝒚𝑭𝒊 = 𝒄𝒆 (σ𝑭𝒊∋𝒆 ഥ𝒚𝑭𝒊 < 𝒄𝒆 ⇒ 𝒆 ∉ 𝑻)

con 𝒎𝒂𝒙
ഥ𝒚𝒊>𝟎

𝑨𝒊ഥ𝒙

𝒃𝒊
= 𝒎𝒂𝒙

𝑭𝒊∈𝑰
ഥ𝒚𝒊>𝟎

σ𝒆∈𝑭𝒊
ഥ𝒙𝒆

𝟏
= 𝒎𝒂𝒙

ഥ𝒚𝒊>𝟎
𝑻⋂𝑭𝒊 = 𝜶𝒎𝒊𝒏

TEOREMA (Compementarità rilassata)
Data ഥ𝒙 ∈ 𝑺, se esiste ഥ𝒚 ∈ 𝑸 tale che:

ഥ𝒙𝒋 > 𝟎 ⇒ 𝑨𝒋ഥ𝒚 = 𝒄𝒋 (𝑨𝒋ഥ𝒚 < 𝒄𝒋 ⇒ ഥ𝒙𝒋 = 𝟎)

Allora ഥ𝒙 ∈ 𝑺 è una soluzione 𝒎𝒂𝒙
ഥ𝒚𝒊>𝟎

𝑨𝒊ഥ𝒙

𝒃𝒊
− approssimata



Teorema di Approssimazione Primale-Duale:  SetCovering

STRUTTURA dell’Algoritmo approssimato Primale-Duale:

- Scegli una soluzione iniziale ഥ𝒚 ∈ 𝑸 (ad es. ഥ𝒚 = 𝟎 𝑰 )

- Poni 𝑱= = 𝒆 ∈ 𝑱: σ𝑭𝒊∋𝒆 ഥ𝒚𝑭𝒊 = 𝒄𝒆
- Cerca un cover 𝑻 ⊆ 𝑱=

- Se esiste:   𝑻 è soluzione 𝒎𝒂𝒙
ഥ𝒚𝒊>𝟎

𝑻⋂𝑭𝒊 − approssimata

- Se non esiste:   aggiorna ഥ𝒚 e ripeti

TEOREMA: Dato un cover 𝑻 ⊆ 𝑱, se esiste ഥ𝒚 ∈ 𝑸:

𝒆 ∈ 𝑻 ⇒ σ𝑭𝒊∋𝒆 ഥ𝒚𝑭𝒊 = 𝒄𝒆 (σ𝑭𝒊∋𝒆 ഥ𝒚𝑭𝒊 < 𝒄𝒆 ⇒ 𝒆 ∉ 𝑻)

Allora 𝑻 è una soluzione 𝒎𝒂𝒙
ഥ𝒚𝒊>𝟎

𝑻⋂𝑭𝒊 − approssimata







𝑻



𝑱= = 𝟏, 𝟑





Primale-Duale Approssimato: Esempio Node Cover

𝐦𝒂𝒙𝟏𝑻𝒚



𝒖𝒗∈𝑬

𝒚𝒖𝒗 ≤ 𝒄𝒖 (𝒖 ∈ 𝑽)

𝒚𝒖𝒗 ≥ 𝟎 (𝒖 ∈ 𝑽)

Duale del Rilassamento Lineare

𝐦𝐢𝐧𝒄𝑻𝒙

൞

𝒙𝒖+𝒙𝒗 ≥ 𝟏 (𝒖𝒗 ∈ 𝑬)
𝒙𝒖 ≥ 𝟎 (𝒖 ∈ 𝑽)

𝒙𝒖 ∈ 𝟎, 𝟏 (𝒖 ∈ 𝑽)

Problema Node Cover (PL01)

Insieme di nodi minimo peso che «copre» le coppie di 

nodi estremi di ogni arco. Ovvero: l’insieme degli 

elementi è 𝑱 = 𝑽; gli insiemi 𝑭 da coprire sono le coppie 

𝒖, 𝒗 con 𝒖𝒗 ∈ 𝑬

Vincolo duale

𝒚𝒖𝟏 + 𝒚𝒖𝟐 + 𝒚𝒖𝟑 + 𝒚𝒖𝟒 ≤ 𝒄𝒖
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Scelgo un arco (coppia di nodi) che non interseca 𝑽=;
(si tratta dell’insieme ഥ𝑭 visto nel caso generale):

ഥ𝒚𝒃𝒄 ≔ ഥ𝒚𝒃𝒄 +𝐦𝐢𝐧 𝒄𝒃 − 

𝒃𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒃𝒗 = 𝟏, 𝒄𝒄 − 

𝒄𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒄𝒗 = 𝟏 = 𝟏

Primale-Duale Approssimato:  Passo 1

Aggiorno ഥ𝒚

ഥ𝑭 = 𝒃, 𝒄𝒃, 𝒄 ⋂𝑽= = ∅ 

Aggiorno 𝑽= 𝑽= = 𝑽=⋃ 𝒃, 𝒄

ഥ𝒚 in rosso a fianco agli archi

costi positivi 
ഥ𝒚 = 𝟎 𝑬

ammissibile

𝑽= = ∅
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Primale-Duale Approssimato: Passo 2

ഥ𝒚𝒆𝒇 ≔ ഥ𝒚𝒆𝒇 +𝐦𝐢𝐧 𝒄𝒆 − 

𝒆𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒆𝒗 = 𝟑, 𝒄𝒇 − 

𝒇𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒇𝒗 = 𝟏 = 𝟏

Aggiorno ഥ𝒚

Scelgo un arco (coppia di nodi) che non interseca𝑽=;
(si tratta dell’insieme ഥ𝑭 visto nel caso generale):

ഥ𝑭 = 𝒆, 𝒇𝒆, 𝒇 ⋂𝑽= = ∅ 

Aggiorno 𝑽= 𝑽= = 𝑽=⋃ 𝒇 = 𝒃, 𝒄, 𝒇
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ഥ𝒚 in rosso a fianco agli archi

In blu nodi in 𝑽= e archi «coperti»

𝑽= = 𝒃, 𝒄

0



Scelgo un arco (coppia di nodi) che non interseca 𝑽=;
(si tratta dell’insieme ഥ𝑭 visto nel caso generale):

Primale-Duale Approssimato: Passo 3

ഥ𝒚𝒆𝒅 ≔ ഥ𝒚𝒆𝒅 +𝐦𝐢𝐧 𝒄𝒆 − 

𝒆𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒆𝒗 = 𝟐, 𝒄𝒅 − 

𝒅𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒅𝒗 = 𝟐 = 𝟐

Aggiorno ഥ𝒚

ഥ𝑭 = 𝒆, 𝒅𝒆, 𝒅 ⋂𝑽= = ∅ 

Aggiorno 𝑽= 𝑽= = 𝑽=⋃ 𝒆, 𝒅 = 𝒃, 𝒄, 𝒇, 𝒆, 𝒅

ഥ𝒚 in rosso a fianco agli archi
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In blu nodi in 𝑽= e archi «coperti»

𝑽= = 𝒃, 𝒄, 𝒇
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Scelgo un arco (coppia di nodi) che non interseca 𝑽=;
(si tratta dell’insieme ഥ𝑭 visto nel caso generale):

Primale-Duale Approssimato: Passo 4

ഥ𝒚𝒈𝒉 ≔ ഥ𝒚𝒈𝒉 +𝐦𝐢𝐧 𝒄𝒈 − 

𝒈𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒈𝒗 = 𝟐, 𝒄𝒉 − 

𝒉𝒗∈𝑬

ഥ𝒚𝒉𝒗 = 𝟓 = 𝟐

Aggiorno ഥ𝒚

ഥ𝑭 = 𝒈, 𝒉𝒈, 𝒉 ⋂𝑽= = ∅ 

Aggiorno 𝑽= 𝑽= = 𝑽=⋃ 𝒈 = 𝒃, 𝒄, 𝒇, 𝒆, 𝒅, 𝒈

ഥ𝒚 in rosso a fianco agli archi
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In blu nodi in 𝑽= e archi «coperti»

𝑽= = 𝒃, 𝒄, 𝒇, 𝒆, 𝒅
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