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Rilassamento Lagrangiano

Problema di ottimizzazione:

Esempio:

  )(   ,: m in   : * nmARQxbA xxwzP nT 

Per ogni un vettore di moltiplicatori (non negativi)

R(u) è il Rilassamento Lagrangiano di (P):
mu 0

    :)( m in(u)    :)( nTT RQxA xbuxwLuR 
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Lower Bound Lagrangiano

Dim.   

  )(   ,: m in   : * nmARQxbA xxwzP nT 

    :)( m in(u)    :)( nTT RQxA xbuxwLuR 

)()( xAbuxwuL TT 












Qx

AxbubAx T 0)(

ottima per R(u) x

ottima per P 
x

ammissibile per R(u)
x

  zxwA xbuxwxAbuxwuL TTTTT )()()(

Teorema: (Lower bound Lagrangiano)

Per ogni              abbiamo 
mu 0 *)( zuL 



Duale Lagrangiano

  )(   ,: m in   : * nmARQxbA xxwzP nT 

    :)( m in(u)    :)( nTT RQxA xbuxwLuR 

    :)(  argmin(u) nTT RQxAxbuxwx 

• Il Rilassamento Lagrangiano si applica quando possono 

essere identificati dei «vincoli difficili» Ax > b 

• Ad esempio i vincoli di accoppiamento delle capacità del 

problema «multi-commodity flow»

• Le slack dei vincoli vengono inserite nella funzione obiettivo 

come termine di penalità (come nella Fase 1 del Simplesso)

• L(u) è un lower bound per ogni u > 0m  .. Il migliore?

   )( minmax    :)( AxbuxwLDL TT

QxRu m








   :)( max* mRuuLL 

Problema Duale Lagrangiano 



Esempio I: un problema di PL

• Soluzione ottima di R(u)
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𝐦𝐢𝐧𝟐𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟐

ൠ
𝟐𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 ≥ 𝟏
−𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟐 ≥ 𝟏

𝑨𝒙 ≥ 𝒃

ൠ
𝟎 ≤ 𝒙𝟏 ≤ 𝟐
𝟎 ≤ 𝒙𝟐 ≤ 𝟐

𝒙 ∈ 𝑸

P

𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙 = 𝒖𝟏, 𝒖𝟐
𝟏 − 𝟐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐
𝟏 + 𝒙𝟏 − 𝟑𝒙𝟐

=

= 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 + (𝒖𝟐 − 𝟐𝒖𝟏)𝒙𝟏 + (𝒖𝟏 − 𝟑𝒖𝟐)𝒙𝟐

𝑳 𝒖 = 𝐦𝐢𝐧
𝒙

𝟐𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙
𝟎 ≤ 𝒙𝟏 ≤ 𝟐
𝟎 ≤ 𝒙𝟐 ≤ 𝟐R(u) 

𝑳 𝒖 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +𝐦𝐢𝐧
𝒙

(𝟐 +𝒖𝟐 − 𝟐𝒖𝟏)𝒙𝟏 +(𝟑 + 𝒖𝟏 − 𝟑𝒖𝟐)𝒙𝟐
𝟎 ≤ 𝒙𝟏 ≤ 𝟐
𝟎 ≤ 𝒙𝟐 ≤ 𝟐

= 𝒌(𝒖) +𝐦𝐢𝐧
𝒙

𝒄𝟏𝒙𝟏 + 𝒄𝟐𝒙𝟐
𝟎 ≤ 𝒙𝟏 ≤ 𝟐
𝟎 ≤ 𝒙𝟐 ≤ 𝟐



Esempio II: un problema di PL01
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• Soluzione ottima 
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• Soluzione ottima di R(u)
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Rilassamento Lagrangiano R(u)



Discretizzazione del Rilassamento Lagrangiano

   )(   ,,,: min  )( * nmAxQxbAxxwzP
nT  10

nRQ  poliedro

Studiamo  l’andamento della funzione L(u) al variare di u

 
   )( min)(
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AxbuxwuL TT
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..se u è uno scalare
0 kAxb

u

kT xw

0 kAxb

)Axb(uxw)u(L kTkTk 

Iperpiano in 1mR



Discretizzazione di L(u): Esempio II (cont.)

)()( kTkTk AxbuxwuL 
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𝟎, 𝟏 𝟐 = 𝒙𝟏 =
𝟎
𝟎

, 𝒙𝟐 =
𝟏
𝟎

, 𝒙𝟑 =
𝟎
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𝒙 ∈ 𝟎, 𝟏 𝟐 (𝑸 = 𝑹𝟐)

≡

x1

x2

1

1

3/2

𝟎, 𝟏 𝟐

S

𝑳 𝒖 = −𝟑𝒖 +𝒎𝒊𝒏 𝟐𝒖 − 𝟏 𝒙𝟏 + 𝟑𝒖 − 𝟐 𝒙𝟐, 𝒙 ∈ 𝟎, 𝟏 𝟐

𝑳 𝒖 = 𝐦𝐢𝐧
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌(𝒖)



Discretizzazione di L(u): Esempio II (cont.)

)()( kTkTk AxbuxwuL 

 )u(Lmin)u(L k
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𝑳𝟏 𝟐/𝟑 = 𝑳𝟑 𝟐/𝟑 = min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟐/𝟑 = −𝟐

𝑳𝟏 𝟏 = 𝒎𝒊𝒏
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟏 = −𝟑

𝑳𝟒 𝟏/𝟐 = 𝑳𝟑 𝟏/𝟐 = min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟏/𝟐 = − 𝟐

𝑳𝟒 𝟎 = min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟎 = −𝟑



Andamento della funzione lagrangiana
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Per ogni 𝒖 ≥ 𝟎𝒎, 𝑳 𝒖 = 𝒎𝒊𝒏
𝒌∈𝑲

𝑳𝒌(𝒖) è ottenuto sugli iperpiani “più 

bassi” (rette nel caso 𝒖 sia uno scalare), ovvero quelli per i quali 

𝑳𝒌 𝒖 = 𝑳(𝒖). Tali piani sono detti iperpiani di supporto in 𝒖.

è una funzione concava lineare a trattiRR:)u(L m 

 )u(LminmaxL k

KkRu m
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Formulazione PL del Duale Lagrangiano
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𝑳 ഥ𝒖 = 𝒎𝒂𝒙 𝒗 ∈ 𝑹: 𝒗 ≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + ഥ𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑲

𝑳 𝒖 = 𝒎𝒂𝒙 𝒗: 𝒗 ≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑲

per ogni fissato 𝒖 ∈ 𝑹+
𝒎

𝑳∗ = max
𝒖∈𝑹+

𝒎
𝑳(𝒖) =

al variare di 𝐯 ∈ 𝑹 e 𝒖 ∈ 𝑹+
𝒎

fissato ഥ𝒖 ∈ 𝑹+
𝒎

= 𝒎𝒂𝒙
𝒖∈𝑹+

𝒎
𝒗: 𝒗 ≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑲



Formulazione PL del Duale Lagrangiano
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Problema “difficile” di PL (troppi vincoli!)

1

2

1

1

2

3

*u

*v

𝑳∗ = max
𝒖∈𝑹+

𝒎
𝑳(𝒖) =

= max
𝒗∈𝑹,𝒖∈𝑹+

𝒎
𝒗: 𝒗 ≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑲

Usiamo le idee del Metodo del Simplesso Dinamico



Metodo del “cutting plane” (simplesso dinamico)

A. Risolviamo un Problema Ridotto («Core»)

B. Verifichiamo l’ammissibilità con un Oracolo

Problema Ridotto («Core»):

Risolvi per un sottoinsieme di «iperpiani» 𝑩 ⊂ 𝑲 = 𝟏,… , 𝒑

Poiché 𝑩 ⊂ 𝑲, la soluzione ottima del problema ridotto 

(𝒗 𝑩 , 𝒖 𝑩 ) produce un Upper Bound per la soluzione ottima:

𝑳𝑩 𝒖 𝑩 = 𝒗 𝑩 ≥ 𝑳∗ = 𝒗∗ ≥ 𝑳(𝒖 𝑩 )

𝑳𝑩 𝒖 = 𝒎𝒂𝒙 𝒗: 𝒗 ≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑩

Se (𝒗 𝑩 , 𝒖 𝑩 ) è ammissibile per il problema completo 

(𝒗 𝑩 = 𝑳 𝒖 𝑩 ) allora 𝒗 𝑩 = 𝑳∗. Infatti:

𝑳𝑩 𝒖 𝑩 = 𝒗 𝑩 = 𝑳 𝒖 𝑩 = 𝒎𝒂𝒙 ൛

ൟ

𝒗: 𝒗 ≤

≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖(𝑩)𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑲



Metodo del “cutting plane” (simplesso dinamico)

A.  Risolviamo un Problema Ridotto («Core»)

B.  Verifichiamo l’ammissibilità con un Oracolo

Se (𝒗 𝑩 , 𝒖 𝑩 ) è ammissibile per il problema completo

𝒗(𝑩) ≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖(𝑩)𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 ∀𝒌 ∈ 𝑲

Se (𝒗 𝑩 , 𝒖 𝑩 ) NON è ammissibile per il problema completo 

(ovvero 𝒗 𝑩 > 𝑳 𝒖 𝑩 )  esiste (iperpiano) ഥ𝒌 tale che:

𝒗 𝑩 > 𝒘𝑻𝒙
ഥ𝒌 + 𝒖(𝑩)𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙

ഥ𝒌 = 𝑳(𝒖 𝑩 )

𝒗 𝑩 = 𝑳∗(𝒗 𝑩 , 𝒖 𝑩 ) Ottimo

Ovvero se 𝒗 𝑩 = 𝑳 𝒖 𝑩 = 𝒎𝒂𝒙 ൛

ൟ

𝒗: 𝒗 ≤

≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖(𝑩)𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑲

Oracolo:



Metodo del “cutting plane” (diagramma di flusso)

• Scegli un sottoinsieme

• Risolvi problema ridotto di PL

𝒗 𝑩 = 𝑳𝑩 𝒖 𝑩 = 𝒎𝒂𝒙 ൛

ൟ

𝒗: 𝒗

≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖(𝑩)𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑩

soluzione ottima (𝒗 𝑩 , 𝒖 𝑩 )

• Calcola (oracolo)

𝑳 𝒖 𝑩 = 𝒎𝒂𝒙 ൛

ൟ

𝒗: 𝒗 ≤ 𝒘𝑻𝒙𝒌 +

𝒖(𝑩)𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 𝒌 ∈ 𝑲 =

= 𝒘𝑻𝒙
ഥ𝒌 + 𝒖(𝑩)𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙

ഥ𝒌

• Se 𝒗 𝑩 = 𝑳 𝒖 𝑩

• Altrimenti 𝑩 ≔ 𝑩 ∪ ഥ𝒌

KB  1

2

1

1

2

3

)B(u

)B(v

1

2

1

1

2

3

)Axb(uxw kTkT 

(𝒗 𝑩 , 𝒖 𝑩 )
ottima



Proprietà delle funzioni concave

• 𝜵𝒈 ഥ𝒖 ∈ 𝑹𝒎:  direzione di massimo incremento di 𝒈 in ഥ𝒖

Def.  Funzione                         CONCAVA 

se e solo se per ogni                      e ogni                            

𝟎 ≤ 𝜶 ≤ 𝟏 abbiamo: 

𝒈 𝜶𝒖𝟏 + 𝟏 − 𝜶 𝒖𝟐 ≥ 𝜶𝒈 𝒖𝟏 + 𝟏 − 𝜶 𝒈(𝒖𝟐)

RRug m :)(

)uu(s)u(g 

u u

Teorema.  Una funzione                         

è concava se e solo se per ogni

esiste             tale che:

RR:)u(g m 

mRs
mT Ru)u(g)uu(s)u(g     

mRu 

• Se 𝒈 è differenziabile in ഥ𝒖 ∈ 𝑹𝒎 

𝒔 ∈ 𝑹𝒎 è unico ed è il  gradiente di 𝒈 𝒖 in ഥ𝒖 :

“il grafico della funzione giace al di sotto della tangente in ogni punto”

𝒔 = 𝜵𝒈 ഥ𝒖 = (𝝏𝒈(ഥ𝒖)/𝝏𝒖𝟏,..., 𝝏𝒈(ഥ𝒖)/𝝏𝒖𝒎)
𝑻

𝒖𝟏, 𝒖𝟐 ∈ 𝑹𝒎

𝒖𝟏 𝒖𝟐



𝒈 𝒖

𝑹𝒎+𝟏=𝑹𝟑

𝜵𝒈 𝒖 ∈ 𝑹𝒎=𝑹𝟐



Subgradienti, subdifferenziali

mT Ru)u(g)uu(s)u(g     

In A e C g(u) non è differenziabile 

 infiniti vettori              tali che:mRs

SUBGRADIENTE di
mRs ug   in  

SUBDIFFERENZIALE di

 s:Rs)u(g m è un subgradiente di ug   in  

ug   in  

• METODO DEL SUBGRADIENTE che costruisce una sequenza:

)u(gssu,( maxsu(ojPru ttttt

m

ttt

R

t
m 


    ) ) )  01

1

2

1

1

2

3

A C

mu:)u(gmax 0    Il problema (vincolato) può essere risolto con

Il nuovo punto        è ottenuto proiettando sull’ortante positivo

Rm
+ il punto               ottenuto muovendosi da ut nella direzione 

del subgradiente (di massimo incremento in ut)

1tu
ttt su 



Criterio di arresto (caso non vincolato) 

Dim. mT

mm Ru)u(g)uu()u(g)u(g       00
mRu)u(g)u(g       

Teorema Se g è una funzione concava in     , u* è una 
soluzione ottima per il problema 
se e solo se

mR

)u(gm

0
 mRu:)u(gmax  

1

2

1

1

2

3

Condizione soddisfatta se esiste un iperpiano di supporto in u*

“parallelo” al sottospazio 𝑹𝒎. Euristicamente, anche un iperpiano 

di supporto 𝜺 ∈ 𝝏𝒈(𝒖∗) (“quasi parallelo”) va bene!   



Subgradienti del Duale Lagrangiano

Il subdifferenziale della funzione 

𝑳 𝒖 nel punto ഥ𝒖 soddisfa la relazione:

TEOREMA:

𝝏𝑳 ഥ𝒖 ⊇ 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌: 𝒘𝑻𝒙𝒌 + ഥ𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 = 𝑳 ഥ𝒖 , 𝒌 ∈ 𝑲

DIM. Dobbiamo dimostrare che per ogni 𝒌 ∈ 𝑲 tale che 𝒘𝑻𝒙𝒌 +
ഥ𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 = 𝑳 ഥ𝒖 , il vettore 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 è un subgradiente di 

𝑳 𝒖 in ഥ𝒖. Ovvero che per ogni 𝒖 ≥ 𝟎𝒎:

𝑳 ഥ𝒖 + 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌
𝑻
(𝒖 − ഥ𝒖) ≥ 𝑳 𝒖

Poiché 𝒘𝑻𝒙𝒌 + ഥ𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 = 𝑳 ഥ𝒖 , abbiamo che:

𝑳 ഥ𝒖 + 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌
𝑻
(𝒖 − ഥ𝒖) =

= 𝒘𝑻𝒙𝒌 + ഥ𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 + 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌
𝑻
𝒖 − ഥ𝒖 =

= 𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒖𝑻 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 = 𝑳𝒌(𝒖) ≥ 𝐦𝐢𝐧
𝒌∈𝑲

𝑳𝒌(𝒖) = 𝑳(𝒖)

OSS. Le componenti positive di 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 rappresentano   

violazioni del vincolo corrispondente da parte di 𝒙𝒌



Subgradiente applicato al Duale Lagrangiano (I)

• Scegli 𝜽(𝟎), 𝒖(𝟎) e Poni 𝒊 ≔ 𝟎

• Trova 𝑳(𝒖 𝒊 ) = 𝐦𝐢𝐧
𝒌𝝐𝑲

𝑳𝒌 (𝒖 𝒊 )

= 𝒘𝑻𝒙
ഥ𝒌 + 𝒃 − 𝑨𝒙

ഥ𝒌
𝑻
𝒖(𝒊) ഥ𝒌 ∈ 𝑲

• Definisci

• Calcola 𝜽(𝒊+𝟏)

• 𝒊 ≔ 𝒊 + 𝟏

• Quando ci fermiamo?

• Come scegliamo 𝜽(𝒊+𝟏) ? 

𝒖(𝒊+𝟏) = 𝐦𝐚𝐱(𝟎𝒎, 𝒖
(𝒊) + 𝜽 𝒊 𝐬)

𝒖(𝒊+𝟏) ∈ 𝑹+
𝒎

Subgradiente?

𝒔 = 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 per un 

qualsiasi iperpiano 𝒌:

𝒘𝑻𝒙𝒌 + 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌
𝑻
𝒖(𝒊) =

= 𝑳 𝒖(𝒊)

Ovvero: un iperpiano 

con valore 𝑳 𝒖(𝒊) nel 

punto 𝒖(𝒊) (Teorema 

precedente)

1

1

1

1

2

1

𝒖(𝒊)



Scelta di  𝜽(𝒊) e criterio di arresto  

1. Serie Divergente

σ𝒊=𝟏
∞ 𝜽(𝒊) = ∞, lim

𝒊→∞
𝜽(𝒊) = 𝟎 esempio: 𝜽(𝒊) =

𝑹

𝒊
𝒐

𝑹

𝒊+𝟏

2. Serie con “target”  (upper bound ത𝑳 ≥ 𝑳∗)

𝜽(𝒊) = 𝝆𝒊
(𝑳 𝒖 𝒊 − ത𝑳)

𝒃 − 𝑨𝒙𝒌
, 𝟎 < 𝝆𝒊 < 𝟐

3. … quello che si usa sempre

𝜽(𝒊+𝟏) =
𝜽(𝒊)

𝟐
STOP se 𝜽(𝒊+𝟏) < 𝜺



Subgradiente applicato al Duale Lagrangiano (II)

• Scegli 𝜺, 𝜽(𝟎), 𝒖(𝟎) e Poni 𝒊 ≔ 𝟎, 𝑳𝑩𝒆𝒔𝒕≔ −∞.

PASSO i

• Trova 𝑳(𝒖 𝒊 ) = 𝒎𝒊𝒏
𝒌𝝐𝑲

𝑳𝒌 (𝒖 𝒊 )

= 𝒘𝑻𝒙
ഥ𝒌 + 𝒃 − 𝑨𝒙

ഥ𝒌
𝑻
𝒖(𝒊) ഥ𝒌 ∈ 𝑲

• Se 𝑳𝑩𝒆𝒔𝒕 < 𝑳 𝒖 𝒊  𝑳𝑩𝒆𝒔𝒕 ≔ 𝑳 𝒖 𝒊 ; 𝒖𝑩𝒆𝒔𝒕 ≔ 𝒖 𝒊

• Definisci

• 𝜽(𝒊+𝟏) =
𝜽(𝒊)

𝟐

• Se  𝜽(𝒊+𝟏) < 𝜺 or 𝒃 − 𝑨𝒙𝒌 = 𝟎𝒎  𝒖𝑩𝒆𝒔𝒕

soluzione migliore (euristica)

• Altrimenti: 𝒊 ≔ 𝒊 + 𝟏

𝒖(𝒊+𝟏) = 𝐦𝐚𝐱(𝟎𝒎, 𝒖
(𝒊) + 𝜽 𝒊 (𝒃 − 𝑨𝒙𝒌)

𝒖(𝒊+𝟏) ∈ 𝑹+
𝒎



Metodo del Subgradiente:  Esempio II (cont.)

)()( kTkTk AxbuxwuL 
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 uuLx )( 32

1

1
44 








 uuLx )( 

min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟎 = −𝟑

Inizializzazione:

𝒖 𝟎 = 𝟎, 𝑳𝑩𝒆𝒔𝒕 ≔ −∞,𝜽 𝟎 ≔ 𝟏, 𝛜 = 𝟏/𝟑𝟐

𝝏𝑳 𝒖(𝟎) ⊇ 𝒃 − 𝑨𝒙𝟒 = 2

coefficiente di 𝒖 in 𝑳𝟒 𝒖

 Possibile subgradiente

 Scelgo un subgradiente 𝒔 = 𝟐

uuL 31 )(

324  uuL )(

12  uuL )(

23 )(uL

1

2

1

1

2

3

2

1
3

2

 Aggiorno 𝒖

𝒖(𝟏) = 𝒖(𝟎) + 𝜽 𝟎 𝒔 = 𝟎 + 𝟐 = 𝟐

 Calcolo 𝑳(𝟎)

Passo 0 (𝒖 𝟎 = 𝟎):

 Aggiorno:  𝐿𝐵𝑒𝑠𝑡 ≔ −3, 𝑢𝐵𝑒𝑠𝑡 ≔ 0

 Aggiorno 𝜽(𝟏) =
𝜽 𝟎

𝟐
=
𝟏

𝟐
> 𝜺 =

𝟏

𝟑𝟐



Metodo del Subgradiente:  Esempio II (cont.)

𝝏𝑳 𝒖(𝟏) ⊇ 𝒃 − 𝑨𝒙𝟏 = −3

coefficiente di 𝒖 in 𝑳𝟏 𝒖

 Possibili subgradienti

 Scelgo un subgradiente
𝒔 = −𝟑

 Aggiorno 𝜽(𝟐) =
𝜽 𝟏

𝟐
=
𝟏

𝟒
> 𝜺 =

𝟏

𝟑𝟐

uuL 31 )(

324  uuL )(

12  uuL )(

23 )(uL

1

2

1

1

2

3

2

1
3

2

min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟐 = −𝟔

 Calcolo 𝑳(𝟐)

Passo 1 (𝒖 𝟏 = 𝟐, 𝜽 𝟏 =
𝟏

𝟐
)

 Aggiorno 𝒖

𝒖(𝟐) = 𝒖(𝟏) + 𝜽 𝟏 𝒔 = 𝟐 −
𝟑

𝟐
=
𝟏

𝟐

 NON Aggiorno 𝑳𝑩𝒆𝒔𝒕



Metodo del Subgradiente:  Esempio II (cont.)

𝝏𝑳 𝒖(𝟐) ⊇ 𝒃 − 𝑨𝒙𝟒, 𝒃 − 𝑨𝒙𝟑 = 2,0

coefficienti di 𝒖 in 𝑳𝟒 𝒖 e 𝑳𝟑 𝒖

 Possibili subgradienti

 Aggiorno 𝜽(𝟑) =
𝜽 𝟐

𝟐
=
𝟏

𝟖
> 𝜺 =

𝟏

𝟑𝟐

uuL 31 )(

324  uuL )(

12  uuL )(

23 )(uL

1

2

1

1

2

3

2

1
3

2

min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟏/𝟐 = −𝟐

 Calcolo 𝑳(𝟏/𝟐)

Passo 2 (𝒖 𝟐 = 𝟏/𝟐, 𝜽 𝟐 =
𝟏

𝟒
)

 Scelgo un subgradiente

𝒔 = 𝟐 (e se sceglievamo 𝟎?)

 Aggiorno 𝒖

𝒖(𝟑) = 𝒖(𝟐) + 𝜽 𝟐 𝒔 =
𝟏

𝟐
+
𝟐

𝟒
= 𝟏

 Aggiorno: 𝐿𝐵𝑒𝑠𝑡 ≔ −2, 𝑢𝐵𝑒𝑠𝑡 ≔
1

2



Metodo del Subgradiente:  Esempio II (cont.)

𝝏𝑳 𝒖(𝟑) ⊇ 𝒃 − 𝑨𝒙𝟏 = −3

coefficiente di 𝒖 in 𝑳𝟏 𝒖

 Possibili subgradienti

 Scelgo un subgradiente

𝒔 = −𝟑

 Aggiorno 𝜽(𝟒) =
𝜽 𝟑

𝟐
=

𝟏

𝟏𝟔
> 𝜺 =

𝟏

𝟑𝟐

uuL 31 )(

324  uuL )(

12  uuL )(

23 )(uL

1

2

1

1

2

3

2

1
3

2

min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟏 = −𝟑

 Calcolo 𝑳(𝟏)

 NON Aggiorno 𝑳𝑩𝒆𝒔𝒕

Passo 3 (𝒖 𝟑 = 𝟏, 𝜽 𝟑 =
𝟏

𝟖
)

 Aggiorno 𝒖

𝒖(𝟒) = 𝒖(𝟑) + 𝜽 𝟑 𝒔 = 𝟏 −
𝟑

𝟖
=
𝟓

𝟖



Metodo del Subgradiente:  Esempio II (cont.)

𝝏𝑳 𝒖(𝟒) ⊇ 𝒃 − 𝑨𝒙𝟑 = 0

Coefficiente di 𝒖 in 𝑳𝟑 𝒖

 Possibili subgradienti

 Scelgo un subgradiente

𝒔 = 𝟎

 Aggiorno  𝜽

𝜽(𝟓) =
𝜽 𝟒

𝟐
=

𝟏

𝟑𝟐
=

𝟏

𝟑𝟐

uuL 31 )(

324  uuL )(

12  uuL )(

23 )(uL

1

2

1

1

2

3

2

1
3

2

min
𝒌=𝟏,…,𝟒

𝑳𝒌 𝟓/𝟖 = −𝟐

 Calcolo 𝑳(𝟓/𝟖)

 Aggiorno 𝒖

𝒖(𝟓) = 𝒖(𝟒) + 𝜽 𝟒 𝒔 =
𝟓

𝟖
=
𝟓

𝟖
= 𝒖(𝟒)

 STOP (anche 0 ∈ 𝝏𝑳 𝒖(𝟒) ):  𝒖𝑩𝒆𝒔𝒕 ≔
𝟏

𝟐
soluzione (euristica)

Passo 4 (𝒖 𝟒 = 𝟓/𝟖, 𝜽 𝟒 =
𝟏

𝟏𝟔
)


